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Prefata

Teoria circuitelor electrice este o disciplind in cadrul céareia se asigura pregatirea
fundamentald in domeniul ingineriei electrice. Bazatd pe legile fizicii, dar mai ales pe
teoremele lui Kirchhoff, aceasta disciplind foloseste relatii matematice variate si specializate
pentru a analiza circuitele electrice de curent continuu si curent alternativ.

Aceast manual este destinat studentilor facultatiilor de profil electric precum si
inginerilor care doresc sa-si perfectioneze cunostintele in domeniu. Scopul manualului este sa
asigure intelegerea sistematica si de profunzime a principiilor, legilor si teoremelor folosite in
teoria circuitelor, urmarind sia aducd ordine si claritate asupra obiectivelor propuse de
disciplina si sd pregateasca pe viitorul inginer din domeniul electric.

Urmérind aprofundarea teoretica a ingineriei electrice si de Invatarea unor tehnici
practice de analizd a circuitelor, Teoria circuitelor electrice are un rol determinant in
pregatirea viitorilor ingineri electrotehnisti.

Lucrarea de fata, Teoria circuitelor electrice |, prezinta: definitiile fundamentale
aferente teoriei; elementele de circuit (care includ surse independente si dependente); legile si
teoremele circuitelor electrice; tehnici de analiza (precum metoda tensiunilor nodale si metoda
curentilor de bucla). Aceste teoreme si metode sunt initial aplicate circuitelor de curent
continuu si apoi sunt extinse si la circuitele de curent alternativ de tip R, L, C (rezistor,
inductanta, capacitate electrica) conectate serie si paralel (definindu-se impedanta in domeniul
complex si ludnd in consideratie cuplajele magnetice). Continutul cartii este o impletire intre
teorie si aplicatii specifice diferitelor etape de analiza a circuitelor electrice, fiind structurata
pe patru capitole, astfel:

Capitolul 1, Principii de baza in ingineria electricd, prezintd notiuni fundamentale:
tensiunea electricd, tensiunea electromotoare, conductia electrica, intensitatea curentului
electric, teoremele lui Kirchhoff, elemente dipolare de circuit.

In capitolul 2, Analiza circuitelor electrice, sunt prezentate tehnici de transformare a
surselor si circuitelor electrice, si metodele de analiza a circuitelor electrice (teoremele lui
Kirchhoff, metoda curentilor de contur/bucla, metoda potentialelor nodale si principiul
superpozitiei/suprapunerea efectelor).

In capitolul 3, Teoremele circuitelor electrice, sunt prezentate teoremele circuitelor
electrice: teorema substitutiei, teorema generatorului echivalent de tensiune (Thevenin),
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teorema generatorului echivalent de curent (Norton), teorema conservarii puterii instantanee
n circuitele electrice, teorema de transfigurare stea-triunghi.

Capitolul 4, Circuite electrice liniare in regim permanent sinusoidal, prezinta:
semnalele periodice alternative sinusoidale si metodele de reprezentare simbolica a acestora;
parametrii circuitelor electrice de curent alternativ; teoremele circuitelor liniare in forma
complexa; elementele reale de circuit functionand Tn curent alternativ si circuitele cuplate
(magnetic si/sau capacitiv) in regim periodic permanent sinusoidal.

Toate capitolele cuprind exemple cu rezolvari explicite si comentarii pentru a ajuta
studentul sd aplice principiile de baza corect si cu incredere, avand ca obiectiv dezvoltarea
abilitatilor practice de rezolvare a problemelor de circuite electrice.

Autorii
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1. Principii de baza in ingineria electrica

1.1. Unitati de masura asociate marimilor electrice

1.1.1. Introducere

Sistemul de unitati utilizat in ingineria electrica este Sistemul International de unitati,
abreviat ca Sl, si este bazat pe sistemul metric. Acesta a fost introdus in anul 1960 si a fost
adoptat de majoritatea tarilor ca sistem oficial de masurd. Unitatile de baza a Sistemului
International de unitati sunt prezentate mai jos n tabelul 1.1.

Tabelul 1.1 Cele 7 marimi de bazd a Sistemului International de unitati

Unitati Unitatea de masura Simbol
Lungimea metru m
Masa kilogram kg
Timpul secunda S
Curer_ltul amper A
electric

Temperatura elvi K
termodinamica

Inte.nsnatvea candela cd
luminoasa

Cantltat%a de mol mol
substanta

Celelelte marimi sunt derivate din marimile de baza (ex.: viteza exprimata in metri pe
secunda, m/s). S| foloseste prefixele pentru a relationa unitati mai mari si mai mici la unitatea

de baza, asa cum sunt prezentate in tabelul 1.2.

Tabelul 1.2 Prefixe utilizate in Sl
Multipli  Prefix  Simbol Submultipli Prefix Simbol

107 yotta Y 10° deci d
10% zetta Z 10 centi c
10* exa E 10° mili m
10" penta P 10°° micro m
10 tera T 10°° nano n
10° giga G 1012 pico p
10° mega M 10" femto f
10° kilo K 10" atto a
10° hecto H 10% zepto z
10 deca da 10 yokto y

Exemplu 1: 1 000 000mm = 1 000m =1km

11
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1.1.2. Sarcina electrica, q

Unitatea de masura pentru sarcina electrica este Coulombul, [C], 1 Couloumb =
6,24-10" electroni. Acesta se defineste ca fiind cantitatea de sarcin electrica care trece printr-
un anumit punct dintr-un circuit electric, timp de o secunda, cand intensitatea curentului
electric este de un Amper.

q=it [As] (1.1)

Exemplu 1: Sa se calculeze sarcina electrica ce trece printr-un punct de circuit intr-un
interval de 5 minute pentru un curent de intensitate de 2 A.
i=2 [A], t=5-60=300 [s]
q=i-t=2-300=600 [C]

1.1.3. Forta, F
Unitatea de masura pentru forta este Newtonul, [N]. Acesta se defineste ca fiind forta
necesard, aplicata unui corp cu masa de 1 kg, pentru a oferi o acceleratie de 1 m/s2.

F=ma, {kg 522} (1.2)

Exemplu 1: Un corp de masd 2000qg este accelerat de o forfd la 5m/s®. Sa se determine forza
de accelerare.

m=2000 [g], a=5 Lﬂz}

F=2.5 [N]
Exemplu 2: Un corp de masa 500g este suspendat de un fir in aer. Sa se determine forta care

actioneazd asupra lui. (accelerafia gravitationald este de 9,81m/s?).

m=500 [g], g=09,81 {DZ}
S

F=05-981=4,905 [N]

1.1.4. Lucru mecanic, L
Unitatea de masura pentru lucru mecanic si energie este Joule-ul, [J]. Acesta se
defineste ca fiind lucru mecanic efectuat (energia transferatd) de o forta de un newton care isi

deplaseaza punctul de aplicatie pe o distanta de un metru pe directia si in sensul fortei.

L=F I=F lcoso. [Nm] (1.3)

1.1.5. Puterea, P
Unitatea de masurd pentru putere este Watt-ul, [W]. Acesta se defineste ca fiind
raportul dintre lucru mecanic si intervalul de timp (At).

12
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L
P=— [W 1.4
= W] (L4)

iar energia n Joule este:
W =Pt [J] (1.5)

Exemplu 1: O masind necesita o forta de 300N pentru a se deplasa. Care este lucru mecanic
efectuat pe 50m si ce putere utilizeaza daca se deplaseaza 305.

W =300-50=15000 [Nm]=15[kJ]

15000
30

P

=500 [W] =500 [k]]

1.1.6. Potentialul electric, v

Unitatea de masura pentru potentialul electric este Volt-ul, [V]. Acesta se defineste ca
fiind diferenta de potential dintre doud puncte a unui conductor care parcurs de un curent de
intensitate un amper disipa o energie de un watt.

Watt
V=—— (1.6)
Ampere
Schimbarea potentialului electric dintre doua puncte a unui conductor se numeste
diferenta de potential. Tensiunea Electromotoare (t.e.m) este furnizata de o sursa de tensiune

precum acumulatorul sau generatorul electric si se masoara in volti.

1.1.7. Rezistenta electricd, R
Unitatea de masura pentru rezistenta electrica este Ohm-ul, [€2]. Acesta se defineste ca
fiind rezistenta dintre doud puncte a unui conductor, cand intre aceste doud puncte se aplica o

tensiune constantd de un volt ce produce aparitia unui curent de intensitate de un amper.
u
R=— [Q] (1.7
i

Marimea inversa rezistentei electrice este conductanta electricd ce se mdsoard in
Simens [S].

1

1.1.8. Puterea electricd, p
Unitatea de masura pentru puterea electrica este Watt-ul, [W]. Acesta se defineste ca
fiind produsul dintre tensiune si intensitatea curentului intr-un circuit de curent continuu.

p=ui [W] (1.9)

13
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iar energia electrica W este:
W=pt [J] (1.10)

Unitatea de masura a energiei electrice este Joule-ul, insda in practica cantitatea de
energie este foarte mare, iar pentru masurarea acesteia se foloseste Kilowatt-ora (KWh), unde:
1 KWh=1000[WH =1000[W] 3600[s]=3600000[Ws}=36000000 [J]

Exemplu 1: O sursa de 10V furnizeaza un curent de intensitate 2A pentru un timp de 10
minute. Sa se determine energia furnizata.
u=10 [V], i=2 [A], t=10-60 [s]
p=10-2-600=12000 [J]=12[K]]

Exemplu 2: Un radiator electric consuma 6MJ cénd este conectar la o sursd de tensiune de
230V pentru un timp de 40 minute. Sa se determine puterea radiatorului electric si curentul

ce il consuma de la sursa.

~ 6000000[J]

~ 2400][s] =2500 W]

izﬂzwzlqg [A]
u  230[V]

1.2. Introducere in circuitele electrice

1.2.1. Curentul electric, i

Atomul, care este cea mai mica particula ce caracterizeaza un element chimic, este
compus din nucleu si unul sau mai multi electroni. Nucleul este format din protoni, care au
sarcina electrica pozitiva, si neutroni, care nu au sarcina electrica. Electronii sunt particule
incarcate negativ care se gasesc in afara nucleului. Sarcina electrica elementara este
consideratd sarcina electronului avand valoarea e = —1,602-10"° C, iar sarcina unui corp
electrizat este: g=n-e (unde n este numar intreg). Atomii din diverse materiale sunt diferiti ca
numar de protoni, neutroni si electroni. Daca un atom are un numdr egal de protoni si
electroni acesta este echilibrat sau neutru din punct de vedere electric.

Cand un atom are mai multi electroni, acestia sunt aranjati in nivele (straturi) la
diferite distante fata de nucleu. Toti atomii sunt legati impreuna de fortele de atractie ce se
exercitd intre nucleu si electronii sai. Totusi, intr-un atom Tintre electronii de pe nivelele
exterioare si nucleu se exercita forte de atractic mai slabe comparativ cu fortele ce se
manifesta intre electronii situati mai aproape de nucleu. Astfel, exista posibilitatea ca un atom

14
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sa piarda un electron, iar in acest caz, atomul, care este acum numit ion, nu este echilibrat
electric, ci este incarcat pozitiv si este capabil sa atraga un electron de la un alt atom.

Electronii care se deplaseaza de la un atom la altul, se numesc electroni liberi si asa
Mmiscarea aleatorie poate continua pe termen nelimitat. Cu toate acestea, daca se aplica o
diferenta de potential pe capetele oricarui material, existd o tendinta a electronilor de a se
deplasa intr-o anumita directie. Aceasta miscare a electronilor liberi constituie un flux de
curent electric. Astfel, curentul electric este in stransa legatura cu miscare sarcinilor electrice.

Conductorii sunt materiale care au electroni care isi pierd legatura cu nucleul si astfel
se pot misca cu usurintd prin material de la un atom la altul. Este cunoscut faptul ca intr-un
material metalic conductia este asigurata de electroni. lzolatorii sunt materiale care au
electroni cu legaturi foarte puternice cu nucleul.

Corpurile conductoare se pot afla, in afara de starea de electrizare, si in starea
electrocinetica (de conductie).

Daca la capetele unui conductor de lungime | se aplica o tensiune electrica u=E-l, ceea
ce presupune existenta unui cadmp electric de intensitate E, purtatorii de sarcind  sunt
deplasati fatd de reteaua cristalind a conductorului cu viteza v, fig. 1.1. Constanta de
proportionalitate (data de raportul dintre viteza si intensitatea cadmpului aplicat) se numeste
mobilitate si se noteaza cu By Unde:

n, = (1.11)

v
E
Presupunand ca la momentul t electronii se afla in suprafata S, la momentul t+At

electronii ajung Tn suprafata S* parcurgand distanta dl =vdt.

«
lm -
w

)

o
+ 1
0

V4

2

%

|
+'—

Fig. 1.1 Aparitia curentului electric datoritd miscarii sarcinilor electrice
ntr-un conductor

Numarul de electroni continuti in volumul delimitat de suprafetele S si S’ este
dn=n-S-dl, unde: n reprezinta densitatea de electroni liberi.

Sarcina din volumul elementar se obtine prin multiplicarea cu q a relatiei de mai sus,
obtinand: dg =qdn=nqSdt=nqSvdt.
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Curentul electric este marimea fizica ce caracterizeaza starea electrocinetica si
reprezinta variatia in timp a sarcinii electrice prin suprafata S a unui conductor:

i_dq 1.12
=5 [Al (1.12)

iar sarcina transferata Tn intervalul de timp t; si t este:
t
q= j i dt (1.13)
to

Expresia curentului prin sectiunea transversala a conductorului este:
i=nqSv=nqSEp,=JS=0cES (1.19)
unde: n q v=J este fluxul purtatorilor de sarcina (densitatea de curent).
Raportul dintre curent si tensiunea aplicata, ul: G , poarta numele de conductanta, iar

raportul invers se numeste rezistentd. in baza relatiilor de mai sus expresia conductantei este:

S S 1
GzanpI—ZG—ZE (115)

unde n g pp=oc este conductivitatea materialului c =—, iar p este rezistivitatea materialului.
p

Exista mai multe tipuri de curent electric, functie de variatia sarcinii in timp, care pot
fi reprezentate de diferite functii matematice.

Daca curentul nu variza in timp, deci ramane constant, acesta poartd denumirea de
curent continuu (c.c.), fig. 1.2 a). Curentul continuu este constant in timp. Prin conventie

acest curent este simbolizat cu litera mare 1.
0 \/
a) b)

Fig. 1.2 Variatia curentului electric in timp:
a) curentul continuu, b) curentul alternativ sinusoidal

~

Daca curentul variza in timp, acesta poarta denumirea de curent alternativ (c.a.), fig.
1.2 b). Curentul alternativ variazd sinusoidal Tn timp. Prin conventie acest curent este
simbolizat cu litera mica i.

Odata definit curentul, ca miscarea purtatorilor de sarcinii electrice, acesta are si 0

directie de miscare. Directia de miscare a curentului este conventional aleasd cu directia de
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miscarea a sarcinilor electrice pozitive. Pe baza acestei conventii, de exemplu un curent de 3A
poate fi reprezentat avand semn ,,+” sau semnul ,,~", fig. 1.3.

SA/ -SA/

a) b)

Fig. 1.3 Sensul conventional al curentului
a) sens pozitiv, b) sens negativ

Exemplu 1: Care este valoare sarcinii electrice produse de 6 200 de electroni? Dar de 1 000
000 de protoni?

q=6200--1,602:10"° =-9,932.10%° [C]
q=10°-1,602:10"° =1,602:10™ [C]

Exemplu 2: Sa se calculeze curentul dat de purtatori de sarcina de valoare q=10t sin(2zf)mC,
intr-un timp t=>5s.
i :d_q _ d(10t sin2mxt)
dt dt

i =10sin107 +1007cos2x = 1007sin(2n +g) =314 [mA]

=10sin 2at + 20ntcos2at  [MA]

Exemplu 3: Sa se calculeze sarcing electrica determinatd de un curent i=(3t>— t)A intr-un
intervalul de timp de t,=2s si 1=4s.

I S ¢ [ 4
qzjldt=£(3t —t)dt=(t3—?)2=(64—8)—(8—§)=50 [C]

N

1.2.2. Tensiunea electrica, u

Pentru ca un electron sd fie pus in miscare, in interiorul unui conductorul, intr-o
anumita directie este necesar relizarea unui lucru mecanic. Aceast lucru mecanic este efectuat
de o forta electromotoare si este cunoscut sub numele de tensiune sau diferenta de potential.

Astfel, presupunand cd in cdmpul produs de sursa ¢ exista un corp de sarcind q,, intre

g siq, se exercita o forta electrica:
= 1 qo 1
E_ r 1.16
4ne r? r (1.16)
deci sarcina g produce un camp electric de intensitate:
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E—limf-_14ar (1.17)

600, 4mer’r’

Lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea corpului de proba g, pe linia de camp E este:

E di =W, —w, ,

(S

0 Edl = 0;

—_—

Edl =

—70

'Eedl_qu

—70

L= (1.18)

o
o
el
el

0 0 0 0

unde: Fe=q, E este forfa care se opune deplasarii pe linia de camp electric. Lucrul mecanic

este integrala unui produs scalar si nu depinde de drum ci numai de valorile initiale si finale.

Integrala:
fgdr_L_quiEdr_ii(_ijdr (L.19)
] G Ydner?r Aqe r? '
f_ L F 1 qr.- 1/ 1 1
[Edi===[g—Tldi=—" | =[———J (1.20)
o} dnsrcr 4pe |r r r
Po Po Po p Po

nu depinde de drum ci numai de diferenta valorilor finale si initiale ale unei functii scalare
numita potential.

Diferenta de potential dintre doud puncte se defineste prin relatia:

—_—

Edi=v,-v (1.21)

Po

o

0

Alegand un potential de referinta va: 0 rezulta valoarea marimii scalare asociata punctului P

p
ca fiind v, = I E dl . Diferenta de potential dintre doud puncte se numeste fensiune electricd
0

si se defineste ca lucru mecanic necesar sa deplaseze sarcina electrica unitara din punctul 1 n

2 si este exprimata prin relatia:

2
Up =V, —V, :J.Ed_ sau u,, :% (1.22)
1

Se defineste tensiunea electromotoare prin relatia e = j;Edl_ care exprima circulatia
r

intensitatii cdmpului electric pe orice contur inchis. Generalizdnd, pentru orice forta F,

notiunea de camp electric prin relatia E = lim F s disting urmatoarele tipuri de campuri:

anq
. = . F,
— camp Coulombian: E, = lim—;
q—>0q
(1.23)
A e
- campsolenmdal:Es:Ilmo?m; (1.24)
q->
T =
— camp imprimat: Eizlmgf, (1.25)
q—>

18



Teoria Circuitelor Electrice | Principii de baza in ingineria electrica

unde: -q este sarcina electrica;
- F,este forta electrica;
- F_ este forta magnetica;
- F este forta neelectrica.
Atunci tensiunea electromotoare este:
ezfgdf, iar E=Ec+Es+E; (1.26)
r

De exemplu, intr-o baterie electrica, sub actiunea fortelor chimice, are loc separarea
sarcinilor, iar daca bornele bateriei sunt in gol (nu este conectat un consumator la borne) se

constatd cda:e=¢Edl = |E.dl + |E;dl =0, relatia este echivalentd cu u =e (tensiunea la
c i b
r

bornele bateriei este egald cu tensiunea electromotoare).

In fig. 1.4 se prezinti tensiunea pe un element de circuit conectat la doua puncte 1 si 2
de potentiale diferite.

Semnul ,,+” si semnul ,,—” sunt utilizate pentru a defini polaritatea tensiunii care poate
fi interpretata in doua moduri: cand punctul 1 este de potential mai ridicat decat punctul 2, sau

cand potentialul punctului 1 fatd de punctul 2 este u,,, deci:

U, =—Uy (1.27)

Atat curentul cat si tensiunea sunt variabile in circuitele electrice, si sunt denumite
uneori semnale electrice.

1
+ + -

a) b) c)

Fig. 1.4 Semnul conventional al tensiuni
a) polaritatea tensiuni u, b) tensiunea u, n punctul 1 este cu 3V mai

mare decét cea din punctul 2, ¢) tensiunea u, n punctul 2 este cu—3V mai
mare decét cea din punctul 1.

Ca si in cazul curentului, daca tensiunea nu variza in timp, deci rdimane constanta,
aceasta poarta denumirea de tensiune continud. Tensiunea continud este constanta in timp.
Prin conventie aceasta tensiune este simbolizata cu litera mare U. Tensiunea continud este

produsa de baterie.
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Daca tensiunea variza in timp, aceasta poartd denumirea de tensiune alternativa.
Tensiunea alternativa variaza sinusoidal Tn timp. Prin conventie acesta tensiune este
simbolizata cu litera mica u. Tensiunea alternativa este produsa de generatorul electric.

Exemplu 1: O sursa de energie genereaza un curent de 5A timp de 40s printr-un bec.
Cunoscand ca energia furnizata sub forma de lumina si caldura este de 4.8kJ sa se calculeze
tensiunea de la bornele becului.

40
q=[idt=5-40=200 [C]
0

103
S 4810 o,
q 200
Exemplu 2: Pentru a deplasa o sarcina q din punctul 1 Tn punctul 2 este nevoie de —30J. Sa se
determine tensiunea u,, dacd sarcina q =5C.

-5 o

1.2.3. Puterea si energia, p

Curentul si tensiunea electrica sunt marimile variabile de baza din circuitele electrice,
dar nu sunt suficiente. Pentru aplicatii practice este nevoie de o altd marime ce poartd
denumirea de puterea electrica. Puterea electrica se defineste ca variatia energiei electrice n
timp:

_db _didg_ . (1.28)
dt  dg dt
p=ui (1.29)

Puterea p este o marime variabila in timp si se numeste putere instantanee. Aceasta
putere, care poate fi absorbitd sau debitatd de un element de circuit electric, este produsul
dintre caderea de tensiune de pe acel element si intensitatea curentului ce strabate elementul.

Pentru exemplificare se considerd un consumator. Dacd puterea acestuia are semnul
»,t” inseamna ca aceasta este absorbita de elementul de circuit, iar daca puterea are semnul
.— puterea este debitata de elementul de circuit.

Sensul curentului si polaritatea tensiunii au un rol important in determinarea semnului
puterii. Astfel, pentru ca aceasta sa fie cu semnul ,,+” polaritatea tensiunii si sensul curentului
trebuie sa aiba acelasi sens, ca in fig. 1.5 a), unde atat caderea de tensiune, care este de la
semnul ,,+” la semnul ,,—", cét si sensul curentului care este tot de la semnul ,,+” la semnul
,— au acelasi sens, iar in acest caz puterea este: p=(+u)(+i) deci p>0. In caz contrar, puterea
va avea semnul ,—" ca in fig. 1.5 b), unde caderea de tensiune are sensul de la semnul ,,+” la
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semnul ,,—”,si sensul curentului este de la semnul ,,—" la semnul ,,+” astfel cele doud marimi

au sensuri contrare, iar in acest caz puterea este: p=(+u)(—) deci p<0.

i 1 i 1
+ +
u u
O — O —
2 2
a) b)

Fig. 1.5 Referinte pentru polaritatea tensiunii si sensul curentului pentru
care elementul de circuit:
a) absoarbe putere, b) debiteaza (genereaza, furnizeaza) putere

De exemplu, elementul de circuit din fig. 1.6 a) absoarbe putere de 10W deoarece atét
curentul cét si caderea de tensiune au acelasi sens, iar elementul de circuit din fig. 1.6 b)
debiteaza putere de —10W deoarece curentul si caderea de tensiune au sensuri contrare.
Puterea absorbita de 10W este egala cu putere debitata de —10W.

Legea conservirii energiei se respecta in orice circuit electric. In orice moment, suma

algebricad a puterilor intr-un circuit electric trebuie sa fie zero.

D> p=0 (1.30)
i 1 i 1
+ +
u u
O — O —
2 2
a) b)

Fig. 1.6 Elementul de circuit
a) absoarbe putere, b) debiteaza putere

Exemplu 1: Sa se determine puterea consumata de un element de ciruit intr-un timp de t=5ms
daca intensitatea curentului ce strabate elementul este 1=10 cos(30xt)A, iar caderea de

tensiune la bornele este v=5i.
u=5i=50c0s30nt [V]

p=ui=500cos?30mt [W]
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p =500co0s?30xt -5-10~ =500c0s2-0,157 = 396,96 [W]

Exemplu 2: Cata energie consuma un bec de 60W in 5 ore?
w=pt=60-18000=1080000 [J]=108 [MJ]
W=pt=60-5=300 [Wh]=0,3[KW]

1.3. Teoremele lui Kirchhoff (formulare topologica)

1.3.1. Teorema | a lui Kirchhoff

Teorema | a lui Kirchhoff este denumita si ecuatia lui Kirchhoff pentru noduri. Se
numeste nod punctul de conexiune a cel putin trei elemente de circuit (surse $i consumatori).
Daca numarul elementelor de circuit este mai mic de trei atunci este un nod fictiv (punct de
conexiune).

Asa cum in mecanica exista o lege de conservare (a energiei), se defineste in
electrotehnica, legea conservarii sarcinii ce indicd faptul cd in orice suprafatd inchisa X
sarcina se conserva: g, = H py dVy = constant.

Vv

z

ntrucat curentul electric (izz—dditz)

redd viteza de scddere a sarcinii din suprafata X
rezultd cd in orice suprafata inchisa curentul este

nul 1= 0.

Teorema | a lui Kirchhoff (T | K):

Curentul prin orice suprafata inchisa este nul.

Se exemplifica teorema I pe suprafetele
inchise X si z, fig. 1.7.

i
Fig. 1.7 Suprafata inchisd X si X,

a. Pe X definita de suprafetele reunite SUS'UA, (A - aria laterald a conductorului)
|21:0:>|S+|S,+|A1:0.
In relatia de mai sus suma curentilor este o suma algebrica, deoarece curentul este un

flux a densitatii de curent prin orice suprafatd S (i, = I J, dA). Asociind un sens de trecere
S

acestor curenti si tindnd cont de orientarea suprafetei inchise, fig.1.7, elementul de suprafata
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orientat spre exterior dA=dA (SeX), rezulta semnul curentilor pe fiecare suprafata
deschisa astfel:

- prin S unghiul dintre densitatea de curent si versorul suprafefei este (j, n) = = =i_ este
negativ;

- prin S' unghiul dintre densitatea de curent si versorul suprafetei este (j, n) = 0 =i este
pozitiv;

- prin A, unghiul dintre densitatea de curent si versorul suprafetei este (j, n) :g =i e 0

In concluzie, forma matematici a teoremei I a lui Kirchhoff pe suprafata %, este:
—ig +ig. =0 (1.31)

b. Pe suprafata ¥ exista curent numai la intersectia suprafetei £ cu planul conductoarelor.
Conform regulii stabilite, forma matematica a teoremei I a lui Kirchhoff pe aceasta suprafata
este:

—ip =iy +i; =i +i, =0 (1.32)

Suma algebrica a intensitatilor curentilor electrici din laturile concurente unui nod

este nuld.

Curentii ce intra in nod sunt negativi, iar cei ce ies din nod sunt pozitivi.

Asocierea sensurilor de referintd pentru curenti. Sensul de referinta al unei marimi
scalare definite printr-o integrald de suprafata S ce se sprijina pe o curbd inchisa este sensul
normalei exterioare n la acea suprafata.

1.3.2. Teorema a ll-a a lui Kirchhoff (T2K)

2
Tensiunea, conform enunfului, este u,= J. EdS =v,—v, si reprezintd tensiunea la
1

bornele unei laturi. Se considera un contur inchis m (o bucld) format din n laturi, fig. 1.8.
Notand cu v, potentialele atasate nodurilor k, tensiunea la bornele laturii j este:

k+1
u, = J.E dl =v, -V, (1.33)
k

Intrucat circulatia intensitatii campului electric coulombian este nula pe orice contur:

— - 2 — 3— -~ k — - - A - . .

§Ecdl :I E.dl +L E.dl +..+ ) E.dl +..=0, rezulta, prin inlocuire, functie de potentialul
1 -1

r

bornelor laturilor, urmatoarea relatie:

ViV Vo —V3 otV =V g o=l Uy, +oly +..=0 (1.34)
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deci:

Dou, =0. (1.35)

jelm]

latura 1

D)

latura j

N

k \/ k _1
Uy =ViVia

p

Fig. 1.8 Contur inchis m (bucla) format din n laturi

Teorema a Il-a a lui Kirchhoff:
Suma tensiunilor la bornele elementelor de circuit (bornele laturilor) ce apartin
unei bucle este nuld.

A doua formulare a teoremei a Il-a a lui Kirchhoff rezultd din inlocuirea tensiunii la
bornele laturilor cu dependenta acesteia de sursele si consumatorii existenti in latura.

Se considera latura j in care existd o sursa e si rezistenta RJ.. Se asociazd sensul
curentului prin latura identic cu sensul sursei, fig. 1.9 si se construieste un contur inchis
format din latura j si tensiunea la borne ubj.

ub':Vn-Vn+1

]

Fig. 1.9 Contur inchis de circuit format din latura j si tensiunea la borne u,
j

Ecuatia Joubert a laturii j

Tinand cont de legea conductiei: E,+E;=pJ rezulti ci in conductoare partea
Coulombiand a campului este descrisd de relatia E =p J — E.. Circulatia partii coulombiene a
campului pe orice contur este nula: fﬁc dl =0 si in consecinta pe curba I rezulta:

r
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IECdI_+ fﬁcdr:o (1.36)

latura j n+1

§Ecd§= jpjd§— IEd§+jEd§=0 Vo Vo =Ry €=U,

latura j latura j n+l (1 37)
%,—J .
Rij i Vn—Vhi1
iti €
relatie echivalenta cu:
Vo =V +€ = Rji; (1.38)

denumita ecuatia Joubert a laturii j. Aceasta ecuatic exprima dependenta dintre tensiunea la
borne, tensiunea electromotoare si caderea de tensiune pe o latura j.

Inlocuind ecuatia Joubert in teorema a l1-a a lui Kirchhoff Z u, =0, rezulta:
je(m)

2 (Ryij—¢))=0 (1.39)
i<m)

Sau:

D ej= D Rji; (1.40)
) )

je(m je(m

A doua formulare a teoremei a I1-a a lui Kirchhoff:

Pe orice bucla suma t.e.m este egald cu suma caderilor de tensiune pe elemente
pasive.

Asocierea sensului de referintd pentru tensiuni. Sensul de referinta al unei marimi

scalare definite printr-o integrala de linie este sensul de parcurgere al curbei.

Exemplu 1: Cunoscand e, =5V, e,=3V, R =20, R,=80, R =44, si aplicand teorema | si a II-

a lui Kirchhoff sa se determine curentii si caderile de tensiune in circuitul de mai jos, fig.
1.10.

Fig. 1.10 Circuit electric
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@ -ip+i,+iz=0
Q) Up +Up —€=0 =

(1 Ug, —€—Ug, =0

u=Ri
Q) iy =i, +i; i =i, + i, 52?2:5+3tﬁz i,=025A u,=2V
(I) 2i,+8i,=5 :>i1:5_28|2:>i1:5_28|2 =  §,=15A=u, =3V

_3+8i, . _3+8i,

i; =125 A u; =5V
2 3 4 3 3

(1) 4i,-8i,=3 i

1.4. Circuit electric

1.4.1. Elemente dipolare

Se numeste circuit electric ansamblul format din surse si consumatori prevazut cu
legaturi conductoare intre ele. Sursele au rolul de a produce energie electromagnetica, iar
consumatorii, de a o transforma in alte forme de energie. Exemplul cel mai simplu este oferit
n fig. 1.11.

Legatura conductoare este necesara deoarece, orice circuit electric este parcurs de
curent electric, iar inchiderea acestuia intre sursa si consumator se face prin calea de minima
rezistentd (P, . <<P,q)-

Nu se poate discuta despre un circuit electric dacd intre sursd si consumator nu
realizam un contur inchis (I') din material conductor (cu rol de cale de inchidere a curentului).

)y
%, i 2
——
Borne
t— f—

Element de - T u=v,-v, Element de
circuit circuit
\ /
Sursa_______ i Consumator !

Legatura I’

Fig. 1.11 Circuit electric format din sursa, consumator si conductoare

In conformitate cu relatia Ohm, in lungul conductoare existd o cadere de tensiune

u=Ri =pé—i, cadere de tensiune care se neglijeaza pentru lungimi mici ale conductoarelor.
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Aceastd aproximatie in asociere cu definitia tensiunii electrice u=v,-v, conduce la

urmatoarele concluzii:

a. Toate punctele unui conductor au acelasi potential.

b. Valoarea instantanee a curentului ce intra printr-un capdt al unui conductor este egala cu
valoarea curentului ce iese pe la celalalt capat al conductorului.

Altfel spus, se neglijeaza fenomenul de propagare al curentului in conductoare din
cauza dimensiunilor mici ale acestora fata de lungimea de unda a curentului (circuite cu
parametrii concentrati). Orice circuit electric poate fi descompus in elemente de circuit.

Se numeste element de circuit sistemul caracterizat de marimi de intrare si marimi de
iesire.

Izolarea dintr-un circuit a unui element de circuit se face printr-o suprafata inchisa
(imaginard) ce intersecteaza legaturile conductoare in n puncte numite borne.

Elementul de circuit cu doud borne de acces se numeste dipol sau uniport si reprezinta
numarul minim de borne de acces pe care 1l poate avea un element de circuit. Tntrucat curentul
existd numai intr-un circuit inchis, rezultd ca prin una din borne curentul intra, iar pe cealalta

iese, iar suma curentilor la bornele de acces este nula, fig. 1.12.

1 )y
oO——p— |~
; Dipol
I
o—<¢—]

Fig. 1.12 Dipol electric

Suma curentilor la bornele de acces pentru un dipol este nula.
Yi=0=i+i,=0 (1.41)

Bornele de acces la care suma curentilor este nula formeaza o poarta. Daca numarul
bornelor de acces este mai mare de 2 atunci se definesc elemente multipolare, fig. 1.13
(tranzistorul).

B
1 Poarta de
Poarta de 1esire
intrare
1’0o

Fig. 1.13 Element multipolar cu n=3

Tranzistorul, avand trei borne de acces, este element tripolar. Bornele tranzistorului
sunt grupate in doud porti (conform principiului de functionare al tranzistorului).
Dupa numarul de porti, elementele de circuit se clasifica in:
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> uniporti (elemente dipolare);
» diporti (elemente tripolare sau cuadripoli, sau diporti).
Marimile de intrare si de iesire ce caracterizeaza un circuit se numesc generic semnale.
Semnalul de intrare se numeste excitatie X, iar semnalul de iesire se numeste raspuns Y.
Relatia de dependenta dintre semnalele de iesire si cele de intrare se numeste ecuatie

caracteristica.
y=y[x@®).] (1.42)

Numarul de ecuatii caracteristice este egal cu numarul de porti ale elementului de
circuit. Curbele y=y(x), fig. 1.14 pentru valori diferite ale timpului t se numesc caracteristici
de functionare. Un punct M(X,y) ce apartine caracteristicii de functionare se numeste punct de

functionare.

M(x, y)

| X

Fig. 1.14 Caracteristici de functionare

Forma caracteristicii de functionare poate fi:
- liniara sau neliniara;
- variabila sau invariabila in timp.
Se distinge astfel urmatoarea clasificare a elementelor de circuit:
- elemente liniare invariabile Tn timp, cu ecuatia caracteristica y = C X;
- elemente liniare variabile Tn timp cu ecuatia caracteristica y(t) = C(t) x(t);
- elemente neliniare invariabile in timp cu ecuatia caracteristica y = y(X);
- elemente neliniare variabile in timp avand ecuatia caracteristica y = y[x(t),t].
Independent de natura perechii de marimi (X,y) elementul de circuit este univoc
determinat de produsul semnalelor numit putere instantanee. Tntrucét in teoria circuitelor se
lucreaza cu marimi electrice, semnalele sunt marimile electrice tensiune si curent.
Produsul tensiune-curent se numeste putere electrica instantanee p(t)= u(t) i(t) si
reprezintd variatia energiei electrice n raport cu timpul.

_aw
PO = (1.43)

Din punct de vedere al puterii instantanee, ce poate fi pozitiva daca energia creste sau

negativa daca energia scade, elementele de circuit se clasifica in:
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- elemente de circuit pasive, daca in orice punct in planul caracteristicii de functionare
produsul u i = p > 0 este pozitiv (corespunde unei puteri primite de elementul de circuit);

- elemente de circuit active, daca in cel putin un punct in planul caracteristicii de
functionare puterea instantanee este negativa, ui =p <0.

Elementele pasive capabile sd acumuleze energie in cdmp electric sau magnetic se

numesc reactive.

1.4.2. Asocierea sensurilor de referinta pentru elementele dipolare

Considerand circuitul elementar din fig. 1.15, se exemplifica asocierea sensurilor de
referintd pentru dipolul generator, respectiv pentru dipolul receptor. Tn acest sens se
considera circuitul din fig. 1.15 care se descompune in dipol generator si receptor.

Cq Po1 {C;

L | |

e ; i
Dipol r p ‘E ’ p E Dipol
generator | SRR - {  receptor

W Loy e
; r” 12 !
e e e e e ————————— 1

Fig. 1.15 Circuit elementar descompus n dipol generator si receptor
Aplicand legea conductiei pe conturul circuitului, se obtine:

§(E+E)d§=§p3d§=§plds, saue=i(r +R) (1.44)
r r r A
Separand dipolul generator cu suprafata Cy imaginara de dipolul receptor C, se obtine:

j (E+E)d§=jﬁd§+j_-d§=pjjd§=r-i (1.45)
,.C 2 2 2

2.Cq

relatie echivalenta cu :
V, -V, +e=ri (1.46)
Pentru dipolul receptor campul electric imprimat (J'Ei =0) este nul, iar prin aplicarea

legii conductiei rezulta:

2
IEdgzp
c

- C— N

2

3d§:Rsi:jEd§:Rsi, (1.47)
1

relatie echivalenta cu:
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v, -V, =Rii (1.48)

Notand tensiunea la borne u =v -v, in baza relatiilor de mai sus se pot defini

urmatoarele reguli de asociere intre curenti si tensiuni, la bornele dipolului generator respectiv
receptor:

Regula de la generatoare: sensurile de referinta ale tensiunii la borne U, si curentului i

fata de oricare din bornele dipolului sunt opuse (o marime intra, cealalta iese), fig. 1.16.

Fig. 1.16 Dipolul generator
Relatiile intre marimile electrice la bornele dipolului sunt:
e-u,=ri sau u,=e-—rili (1.49)
u,i=ei—ri (1.50)
Dacd, p=u, i>0atunciei>r, i si puterea este debitat;
. .. 2. C e
Daca, p=u, i <0 atunciei <r,I" si puterea este primita.

Regula de la receptoare: sensurile de referintd ale tensiunii la borne U, si curentului i,

prin laturile receptoare, coincid (ambele intra sau ies fata de aceeasi borna), fig. 1.17.

Fig. 1.17 Dipolul receptor

Relatiile intre marimile electrice la bornele dipolului sunt:

up =R, i (1.51)
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U, i=Ri?

Dacd p > 0 atunci R i” >0 siputerea este primita.

Pentru orice dipol a carui structura internd este cunoscuta, se poate defini fluxul de

putere intre dipoli, fig. 1.18.

Generalizand ecuatia dipolului generator pentru orice dipol (generator sau receptor)

ecuatia Joubert a unei laturi | este: e + u,=z, i, unde z, este operator atasat curentului, impus

de natura dipolului.

Cedeaza

Dipol
generator

i
— s ® ]

)

Exemplu 1: Sa se calculeze puterea absorbita si furnizata de fiecare element de circuit, fig.

Primeste

Fig. 1.18 Flux de putere intre dipoli

Primeste

pj>0 = pj>0 i

L

0 p<0 = p<0 ]

Cedeaza

1.19. Se cunosc: e=20V, i1:3A, R1:4,8Q, R2:3,3Q, R3:4,3Q.

(1) ug +ugp, —e=0=3-48+ug =20=>ug, =5,6V=1i, =17A

Dipol
receptor

Fig. 1.19 Circuit electric

(1) ug, +Ug, =0 =>ug =-Ug, = Ug =-56V=i;=-13A

P, =ei=20-(-3)=—-60W

P, = R,if =4,8-(3)* =43,2W
Pe, =R,if =3,3-(1,7)2=9,5W
P, =Rqij =4,3-(-1,3)° =7,3W

Po+ P, +PF, +P, =0

energie furnizatd
energie absorbita
energie absorbita

energie absorbita

bilanzul de puteri este zero.
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1.5. Semnale electrice

1.5.1. Definitii

Marimile electrice care intervin in circuitele electrice poarta denumirea de semnale
electrice. Elementele active produc semnale de excitatie, iar la bornele elementelor pasive
apar semnale raspuns. Tntotdeauna semnalele excitatiei si cele raspuns depind unul de celalalt.
Semnalele se pot aplica unor circuite sau, unor sisteme dinamice. Fie x(t) semnalul aplicat la
intrarea unui dipol si y(t) semnalul obtinut la iesirea acestuia, numit si raspuns al sistemului la
semnalul de intrare, fig. 1.20, relatia de dependenta intre cele doua fiind: y(t)=Ff(x(t)).

X(t) ; t
Dipol y(®
electric

Fig. 1.20 Dipol electric

1.5.2. Clasificare

Semnalele se pot clasifica dupa: rolul lor in circuit (de intrare/excitatie sau
iesire/raspuns), utilitate (utile sau perturbatoare), variatia in timp (continue sau discrete)
exprimarea matematica (continue sau aleatoare), numarul de valori pe care il pot lua (analogic
sau digital).

Principalele semnalele electrice utilizate in analiza circuitelor electrice sunt cele
variabile Tn timp care pot fi:

a. continue — sunt invariabile in timp, fig. 1.21:

X(t) = X =const (1.53)

0

Fig. 1.21 Semnal continuu

b. periodice — se repeta identic dupa intervale egale de timp numite perioade T, fig. 1.22:

X{t) =X(x+T)=x(t£nT) (1.54)
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a) X b)
X
X oy X
0 T 2T 3T 0 T )
c) d)

Fig. 1.22 Exemple de semnale periodice

c. aperiodice — sunt semnale a caror evolutie in timp nu se repetd identic. Cele mai
importante semnalele aperiodice utilizate in analiza circuitelor electrice sunt:
Semnal impuls-treapta, fig. 1.23:

0, t<O0
x(t) =4 1.55
(t {Xm,bo (1.55)
X
Xm
t
0

Fig. 1.23 Semnal impuls-treapta

Semnal impuls dreptunghiular, fig. 1.24:

0, t<0
X(t)=4 X,,, te(0,7) (1.56)
0, t>rz
X
Xm
t
0

Fig. 1.24 Semnal impuls-dreptunghiular
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Semnal impuls Dirac, fig. 1.25:

X(t) = 3(t) = {So :f (L57)

8(t)

Fig. 1.25 Semnal impuls Dirac

Semnal impuls exponential, fig. 1.26:

0, t<0
X(t) =e(t) = 1.58
R s
X
e(t)
t
0
Fig. 1.26 Semnal impuls exponential
Semnal rampa, fig. 1.27:
0 t<0
t)y=14" 1.59
Xt {t Xy, t>0 ( )
X
Xm
t
0

Fig. 1.27 Semnal rampa
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1.6. Elemente de circuit

Un circuit electric este format din elemente de circuit conectate intre ele prin
conductoare electrice. Analiza circuitelor electrice presupune determinarea caderilor de
tensiune de la bornele elementelor de circuit sau a intensitatilor curentilor prin elemntele de
circuit.

Circuitele electrice sunt alcatuite din doud tipuri de elemente de circuit. active si
pasive. Un element activ de circuit genereza energie pe cand un element pasiv consuma
energie. Exemple de elemente active de circuit sunt generatoarele, bateriile si amplificatoarele
operationale, iar elementele pasive de circuit sunt rezistoarele, bobinele si condensatoarele.

Cele mai importante elemente active de circuit sunt generatoarele de tensiune (sursele
de tensiune) si generatoarele de curent (sursele de curent) care pot fi deasemenea
independente si dependente.

1.6.1. Generatorul ideal independent de tensiune

Generatorul ideal independent de tensiune este un element activ de circuit care are
tensiunea la bornele sale riguros constanta, tensiune care nu depinde de valoarea curentului
debitat. Caracteristica tensiunii la borne functie de curentul debitat u =f(i) si simbolul

generatorului ideal de tensiune si sunt prezentate in fig. 1.28 a) si b).

u 4 i
—>—0------
e i
e C*) u, R,
5 >i I SE— J
a) b)

Fig. 1.28 Generatorul ideal independent de tensiune
a) caracteristica tensiune — curent, b) circuit realizat din generator ideal independent de
tensiune si element pasiv de rezistentd R

Regimurile de functionare ale acestui generator pot fi (regimuri impuse de sarcind):
> regim de mers in gol: cand elementul pasiv de rezistenta R_ are rezistenta infinita

R, =, 1=0,p=u,i=0

> regim de mers in sarcina: cand elementul pasiv de rezistenta R_ are rezistenta diferita de

zero R, %0, i:Ri, p=ei=0;

S
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> regim de scurtcircuit: cand elementul pasiv de rezistenta R are rezistenta zero

R,=0,i—>o, p—o, motiv pentru care nu poate functiona Tn regim de scurtcircuit

(puterea infinita nu este posibila fizic).
Un generator ideal de tensiune nu trebuie sd functioneze niciodata n scurtcircuit.

1.6.2. Generatorul real independent de tensiune
Generatorul real independent de tensiune este un element activ de circuit care contine

O rezisten{a interna I, ce este legata in serie cu generatorul si limiteaza curentul de scurtcircuit

la o valoare finita. Caracteristica tensiunii la borne functie de curentul debitat si simbolul
generatorului real de tensiune si sunt prezentate in fig. 1.29 a) si b).

b)

Fig. 1.29 Generatorul real independent de tensiune
a) caracteristica tensiune — curent, b) circuit realizat din generator ideal independent de
tensiune si element pasiv de rezistentd R

Regimurile de functionare ale acestui generator functie de valoarea sarcinii pot fi:
> regim de mers in gol: cand elementul pasiv de rezistenta R_ are rezistenta infinita

R—>o,i=0,p=0;

> regim de mers in sarcind: cand elementul pasiv de rezistentd R_ are rezistenta diferita de

760 R#0, i=———, p=0
R+

i
> regim de scurtcircuit: cand elementul pasiv de rezistenta R  are rezistenta zero

R =0,i=2, p#0,o00.
r

Rezistenta interna este rezistenta echivalenta a dipolului generator.

1.6.3. Conexiunile generatoarelor independente de tensiune

Doua sau mai multe generatoare independente de tensiune pot fi conectate n serie sau
n paralel.

Conexiunea serie: Tensiunea electromotoare rezultanta este egala cu suma tensiunilor
electromotoare ale surselor, fig. 1.30.
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&
U, = e * u,
g,
o}
a)
i
el ]
I
i &
=
u
Ub b
) r
ik
Ir.
i2
7
b)

Fig. 1.30 Conexiunea serie a generatoarelor de tensiune independente:
a) ideale, b) reale

(1.60)

Conexiunea paralel (derivatie): Sursele ideale de tensiune se pot conecta in paralel
numai dacd au aceleasi tensiuni electromotoare, fig. 1.31. Tensiunea electromotoare

echivalentd a n surse reale de tensiune conectate in paralel si rezistenta interna echivalenta

sunt exprimate prin relatiile:

n

€
— n
k= fi, s l - i
€= oo r
Z k=1 Tig
r=g
i
e €,
N u

Fig. 1.31 Conexiunea in paralel a generatoarelor independente de tensiunile reale

37

(1.61)



Teoria Circuitelor Electrice | Principii de baza in ingineria electrica

Doua surse ideale cu t.e.m diferite nu se conecteaza in paralel deoarece apar curenti de

circulatie intre surse.

1.6.4. Generatorul ideal independent de curent

Sursele de curent mai sunt denumite si generatoare de curent. In schemele electrice
sunt intalnite ca generatoare ideale, respectiv reale de curent.

Generatorul ideal independent de curent este un element activ de circuit cu
proprietatea ca intensitatea curentului debitat este riguros constantd si independenta de
valoarea tensiunii la bornele sale. Caracteristica tensiune-curent ig:f(ub) si simbolul

generatorului ideal de curent si sunt prezentate in fig. 1.32 a) si b).

UA

a) b)

Fig. 1.32 Generatorul ideal independent de curent
a) caracteristica tensiune — curent, b) circuit realizat din generator ideal de curent si
element pasiv de rezistenta R_

Regimurile de functionare ale generatorului ideal de curent (regimuri impuse de
incarcare) sunt:
> regim de mers in gol: cand elementul pasiv de rezistenta R  are rezistentd infinita

R, =00, U, >, p—>o;

> regim de mers in sarcina: cand elementul pasiv de rezistenta R_ are rezistenta diferita de
zero R, #0, u, #0, p=oo;

> regim de scurtcircuit: cand elementul pasiv de rezistenta R are rezistenta zero
R, =0, u, =0, p=0.

Un generator de curent nu poate functiona in gol.

1.6.5. Generatorul real independent de curent
Generatorul real independent de curent este un element activ de circuit care contine 0

rezisten{a internd r, legatd in paralel, Cce limiteaza tensiunea la borne la o valoare finitd Tn
cazul functionarii in gol. Caracteristica tensiune-curent ub:f(ig) si simbolul generatorului real

de curent sunt prezentate in fig. 1.33 a) si b).

38



Teoria Circuitelor Electrice | Principii de baza in ingineria electrica

u A i
»—O0 i
Uy i
Ti g ﬁ ri Ub Rs
Ub = : = =
5 : > o i
i
I—Ig " Ig
a) b)

Fig. 1.33 Generatorul real independent de tensiune
a) caracteristica tensiune — curent, b) circuit realizat din generator real independent de
curent si element pasiv de rezistentd R_

Regimurile de functionare ale generatorului real de curent sunt:
> regim de mers in gol: cand elementul pasiv de rezistenta R  are rezistenfa infinita

Ry >, Uy =Ky, p=Uylg;

> regim de mers in sarcina: cand elementul pasiv de rezistenta R_ are rezistenta diferita de

- f . . R.r .
zero R, #0,i=i,— U, =iR =i, ———, p=uyl;
1 g 1 Yp S g 1 b'>

i+ R i +R,

> regim de scurtcircuit: cand elementul pasiv de rezistenta R are rezistenta zero
R, =0, u,=0, p=0.

1.6.6. Conexiunile generatoarelor independente de curent

Doua sau mai multe generatoare independente de curent pot fi conectate in serie sau in
derivatie (paralel).

Conexiunea serie: Sursele ideale de curent se pot conecta in serie numai daca au
aceleasi intensitati, fig. 1.34.
Sursele ideale de curent cu intensitati diferite nu se conecteaza in serie.

Conexiunea derivatie (paralel): Intensitatea curentului rezultant este egala cu suma

intensitatilor surselor de curent i, =i, +i, , fig. 1.35.
H k 1 2
i i

T > Oy
i ' '
g .

u [
) b R, = g Cﬁ) U, R,
i
g

________ i O

Fig. 1.34 Conexiunea in serie a generatoarelor independente de curent
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b)

Fig. 1.35 Conexiunea in paralel a generatoarelor independente de curent:
a) ideale, b) reale

1.6.7. Echivalenta dintre sursele reale de tensiune si sursele reale de curent

Pentru ca o sursa reala de tensiune electromotoare € si rezistenta r, sa fie echivalenta

cu sursd reald de curent sunt necesare valori identice ale curentilor debitati pe aceeasi
rezistentd de sarcind R_ fig. 1.36.

e
L +R,

Sursa reald de tensiune debiteaza pe R_curentul: i, =

Sursa reald de curent debiteazi pe aceeasi R_curentul: i; =i, —

Impunénd conditia de egalitate a curentilor ce strabat sarcina i =i. se obfin relatiile de

echivalen(d a surselor: e= i ;1 =r..
I v I

i i
—i0---------n —»—0 i
1 1
e i :
Uy R - y r u R
S ij b S
r
ly
. i i
o !
Sursa de tensiune Sursa de curent

Fig. 1.36 Echivalenta dintre sursele reale de tensiune si sursele reale de curent
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Relatiile de echivalenta ale surselor reale de tensiune cu surse reale de curent permit
asocierea alimentdrii unei sarcinii oarecare R_fie de la un dipol echivalent de tensiune fie de

la un dipol echivalent de curent.

1.6.8. Surse dependente (controlate)

O sursa este dependentd, daca valoarea ei este controlata fie de un curent, fie de o
tensiune din circuit. Din acest punct de vedere, controlul surselor poate fi in curent sau
tensiune. Sursele controlate pot fi:

a. surse de tensiune cu control in tensiune (VCVS);

b. surse de tensiune cu control in curent (CCVS);

c. surse de curent cu control in tensiune (VCCS);

d. surse de curent cu control in curent (CCCS);

a. Surse de tensiune cu control in tensiune (Voltage Controlled Voltage Source - VCVS).
Sursele de tensiune cu control in tensiune au simbolul prezentat in fig. 1.37 si ecuatia

caracteristica:
u=Kk,u, (1.62)

unde: - u estet.e.m. a sursei,
- Uy este tensiunea de comanda (control);

- ky este constanta adimensionala (V/V).

o 0 0 + +0 1 o+
=+
+ +
K u u -ux<_> u=k u u _> u=k u
O- g o — -0 o —

Fig. 1.37 Simbolurile sursei de tensiune cu control in tensiune
b. Surse de tensiune cu control in curent (Current Controlled Voltage Source - CCVS).
Sursele de tensiune cu control in curent au simbolul redat in fig. 1.38 si ecuatia caracteristica:
u=Kkgi (1.63)

unde: - u estet.e.m. asursei;
- i este curentul de comanda (control);

- k, este constanta cu dimensiunile unei rezistente ce exprimd dependenfa t.e.m. a

sursei controlate, de curentul de comanda).
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k i u U:Rix i U:Rix

o o — -0 o —

Fig. 1.38 Simbolurile sursei de tensiune cu control in curent

c. Surse de curent cu control in tensiune (Voltage Controlled Current Source - VCCS).
Sursele de curent cu control in tensiune au simbolul redat in fig. 1.39 si ecuatia caracteristica:

I =Kg U, (1.64)
unde: - i este curentul sursei;
- U, este tensiunea de comanda (control);

- kG este constanta de proportionalitate cu dimensiunile unei conductante.

(o, 0} o} +0 o]
+
ko U, u, <l Gu u n.<l>| =Gu,
o o o -0 o

Fig. 1.39 Simbolurile sursei de curent cu control in tensiune

d. Surse de curent cu control in curent (Current Controlled Current Source CCCS). Sursele
de curent cu control in curent au simbolul din fig. 1.40 si ecuatia caracteristica:

1=kl (1.65)
unde: - i este curentul sursei;

- i este curentul de comanda (control);

- k. este constantd adimensionald(A/A).
—ls0 o— o o 0

|

ki <t> <l ki i H.<l>. ki
———o o o o o

Fig. 1.40 Simbolurile sursei de curent cu control in curent
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1.6.9. Exemple de surse dependente

1.6.9.1. Transformarea rezistentelor in surse dependente.

Se considera o sursa ideala de tensiune ce alimenteazd doud rezistente, practic un
divizor de tensiune, fig. 1.41.

Fig. 1.41 Transformarea rezistentelor in surse dependente
(divizorul de tensiune de tensiune)

Tensiunea la bornele rezistentei R, este:

. . u R
u,=R,i cu i=—2>—, u, =€, U,=u,—2—.
R, +R, R +R,

(1.66)

Notéand: k, = si U, =U,, se obtine ecuatia sursei de tensiune cu control Tn

1t R,

tensiune u =Kk, uy .

Transformarea rezistentei n sursd dependenta trebuie sa nu modifice puterea n circuit.
In primul caz rezistenta R,se poate considera ca apartindnd unui dipol receptor ce are puterea
instantanee pozitiva, deci primita. Transformarea rezistentei n sursd dependentad trebuie sa
conserve puterea in sensul de putere primita. Dipolul trece astfel in dipol generator. Pentru un
dipol generator puterea primita este p =u, i <0.

Schema electrica asociata circuitului in conditiile conservarii puterii (putere primita) si

sensului curentului devine cea din fig. 1.42:

Fig. 1.42 Schema electrica asociata transformarii rezistentelor in
surse dependente
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Generalizénd rezultatul obtinut pentru o sursa dependenta de tensiune, Se considera un

potentiometru conectat la o sursa test de tensiune cu valoarea de 1V conform fig. 1.43:

kR l u,=kR i=kR %z ke
o 0 k
a) b)

Fig. 1.43 a) Potentiometru conectat la o sursa
de tensiune, b) caracteristica de iesire

. u
Se defineste A= ?0 =k, atenuarea.

Daca constanta de proportionalitate a sursei dependente este 0 <k <1 se obtine un atenuator

de semnal (un potentiometru este un atenuator de semnal).

1.6.9.2. Transformarea sursei dependente in rezistenti echivalentd. Se considera un
circuit format dintr-o rezistenta R si doud surse, una independentd cealalta dependenta
conectate ca in fig. 1.44.

Fig. 1.44 Transformarea sursei dependente in rezistentd echivalenta

Rolul sursei independente este de a crea un semnal de control, iar al sursei dependente
este de a raspunde la acest semnal. Raspunsul sursei dependente, trebuie obtinut sub forma
unei rezistente atasate sursei independente, iar p = u, i <0.

Presupunénd semnalul de control e=1V, prin aplicarea teoremelor lui Kirchhoff se
obtine:

. e—ke e e
=SSk (167)

eq

Valoarea rezistentei echivalente asociate fata de bornele sursei independente este:
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e R
R === 1.68
“ T (1.68)
Cazuri particulare:
a. Daciak, =0
k, =0
1 e _R
e=1V :>|=I=1A, Req——,Req—
R=1Q

Sursa dependenta are polaritatea din fig. 1.44 si este scurtcircuitata.

b. DacéOSkvfl

k, =0,9 ,
e=1V [ =i=1(-09=01A) R, -f-100
i

R=1Q
k, = 0,999 ,
e=1V  1=i=1(-0999=0001A), R, % _10000

i
R=1Q

Sursa are aceeasi polaritate, curentul pdstreaza semnul prin circuit, dar cu valoare mult

redusa. Sursa dependenta se comporta ca un atenuator.

c. Dacik, ¢[0,1]

Daca se conecteaza sursa dependenta cu aceeasi polaritate fatd de sursa independenta
fig. 1.44.

» 1. k <O (coeficient de proporfionalitate negativ)

e e e
=—(@-k,)=—, R,=
! R( v) » eq (1_kv)
k,=0, Rg4q=R

R R
kV=—9,Req=(1+9)=5:>0<Req<R
i:ﬂ:ﬂ-lozloA

R 10

eq
Pentru sursa cu polaritate inversa, curentul nu schimba sensul prin rezistenfa R.
Circuitele cu k<0 sunt denumite amplificatoare cu reactie negativa. Valoarea

negativa a amplificarii k este echivalenta cu schimbarea polaritatii sursei dependente.

»  C2. kv>1

i-S- k,) cu k >1 = i<0 isi schimba sensul.
R v ’
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Reg =%< 0= Req:O fizic nu era posibil.

Rolul unei surse dependente este de a crea unui dipol o rezistenta echivalenta cu orice
valoare aparenta. Circuitele ce au k >1 sunt denumite amplificatoare cu reactie pozitiva sau

negativa functie de semnul acestui coeficient. Semnul lui K din ecuatia Req impune tipul

reactiei. Valorile subunitare ale coeficientului de proportionalitate definesc atenuatoarele.

Exemplu 1: Sa se calculeze bilanful de puteri din circuitul de mai jos, fig. 1.45, cunoscandu-
se: e=10V, R, =40, R,=20, G ,=30.

Rl i
———d
\_2 )
Ug, i)
@) ([ O
uRz ug

Fig. 1.45 Circuit electric

e-R,i, + G, Rle—R2 iy _i,
@ - —ig+i, =0 iy +ig =1, R, Ry
(1) Ug +Ug,—e=0 = ‘R +Ri,=e= = ilzﬂ -
ig =Gy, Ug Iy =G, Ry iy . R .
: iy =Gy, Ryiy
i,=4,3A [u,=8,7V
i, =0,3A = u; =13V
iy =4A Ug =-U,
R, =ei;=10-(-0,3)=-3,0W energie furnizatd
P, =U;iy =1,3-(0,3)=0,4W energie absorbita
Ps, =U,i, =8,7-(4,3)=37,4W energie absorbita
R, =Ugiy =-8,7-(4)=-34,8W energie furnizata
Po+P, +PF, +PF, =0 bilanzul de puteri este zero.
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1.7. Elemente pasive de circuit

1.7.1. Rezistorul
Rezistorul este un element pasiv de circuit ce primeste energie electrica si o transforma

ireversibil in caldurad. Ecuatia caracteristica a rezistorului este:
u=u(i(t),t) sau i=i(u(t),t) (1.69)

iar curba caracteristica in planul (u,i) se numeste caracteristica tensiune-curent sau curent-
tensiune.

Caracteristica curent-tensiune (efect dependent de cauza i=i(u)) asociaza tensiunii
variabila independenta iar curentului variabila dependenta.

Fizic, tensiunea este cauza, iar curentul este efectul deoarece tensiunea produce camp
electric E sub actiunea ciruia purtitorii de sarcina se deplaseaza. In planul caracteristicii i-u
curba caracteristicd poate avea orice forma.

Raportul efect—cauza este independent de efect si de cauza, depinzand numai de
proprietatea mediului p si de dimensiunile geometrice ale corpului lungime si sectiune si este
ntotdeauna un raport pozitiv.

Se numeste conductanta statica G raportul dintre curent si tensiunea aplicata.

Conductanta este definita prin relatia:

1 _-1[s] (Siemens) (1.70)
R u

Tn planul caracteristicii, fig. 1.46, conductanta reprezinti tangenta unghiului format de

dreapta ce uneste punctul de functionare cu originea axelor: ktg a =G = L
u

i A

0

Fig. 1.46 Caracteristica conductantei in planul tensiune-curent

Se numeste conductanta dinamica raportul dintre variatia curentului pe variatia de

tensiune in jurul punctului de functionare:
di 1
t)=— =— =kt 1.71
9= ‘0 9P (1.71)

Inversa conductantei dinamice se numeste rezistenta dinamica.
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1

Rezistenta dinamica reprezinta variatia de tensiune ce produce o variatie unitara a
curentului.

1.7.2. Clasificarea rezistoarelor

1.7.2.1. Rezistorul liniar invariabil in timp are simbolul redat in fig. 1.47, iar curba
caracteristica in planul (i-u) este o dreapta in cadranele | si 11 ce trece prin origine. Rezistenta
Statica este identica cu rezistenta dinamica §i nu depinde de valoarea curentului ce trece prin
circuit.

i uai

[ u(t)
R R /
., A t

a) b) c)

Fig. 1.47 a) Simbolul rezistorului, b) Caracteristica i=f(u), ¢) Caracteristica u,i=f(t)

Ecuatia caracteristica i(t)=G i(t) sau u(t)=Ri(t) indicd o dependenta liniara intre
semnale. Puterea instantanee p =u i=R i’=G u? > 0 este intotdeauna pozitiva indiferent de
sensul asociat tensiunii §i curentului.

Integrala puterii instantanee pe un interval se numeste energie, si este datd de relatia:

t
W = I p(t) dt . Unitatea de masura a energiei electrice este kilowatt-ul-ora, [kWh=10%)/s-3600s

t

=3,6-10%]].

1.7.2.2. Rezistorul liniar variabil in timp (parametric) este intalnit sub denumirea de
potenfiometru avand rezistenta variabild in raport cu pozifia cursorului. Simbolul atasat este
redat Tn fig. 1.48, iar caracteristica este o dreapta dependentd de pozitia cursorului. Ecuatia
caracteristica este: i(t)=G(t) i(t) sau u(t)=R(t) i(t).

a)

Fig. 1.48 a) Simbolul rezistorului parametric, b) Caracteristica rezistorului parametric
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1.7.2.3. Rezistoarul neliniar este un element de circuit ce are rezistenta electrica
dependentd de curentul ce trece prin circuit. Rezistorul este complet determinat daca se
cunoaste dependenta i=i(u) tabelat, analitic sau grafic. Din punct de vedere al formei curbei
caracteristice i=i(u), aceste rezistoare se clasifica in: neliniare cu caracteristica simetricd sau
reciproce.

Caracteristica acestor rezistoare este simetrica fata de origine, ele nefiind dependente
de modul de conectare al bornelor la sursa, altfel spus nu au borne polarizate. Un exemplu de
rezistor neliniar simetric 7l constituie termistorul, care are rezistenta variabila cu temperatura.
Simbolul si caracteristica unui astfel de rezistor sunt redate in fig. 1.49.

to

a) b)

Fig. 1.49 a) Simbolul termistorului, b) Caracteristica simetrica a termistorului

Rezistoare neliniare cu caracteristicd nesimetrica prezentand borne polarizate sunt
majoritatea componentelor electronice precum: diodele redresoare, simbolul si caracteristica
sunt prezentate in fig. 1.50 a); diodele Zenner, simbolul si caracteristica sunt prezentate in fig.
1.50 b); tranzistoarele, simbolul si caracteristica sunt prezentate in fig. 1.50 c).

u u

u u

a)
D |
G
5,

u

s

c)
Fig. 1.50 Simbolul si caracteristica curent-tensiune pentru:
a) Dioda redresoare, b) Dioda Zenner, ¢) Tranzistorul MOSFET
G - grila, D - drena, S - sursa
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Pentru rezistoarele ce nu prezintd borne polarizate dependenta curent-tensiune i=i(u)
poate fi redata si in forma u=u(i) Tn care curentul i este variabila independenta, iar tensiunea u
este variabild dependenta. Exemplu: varistorul ce prezintd rezistentd variabild cu tensiunea
aplicata si are curba caracteristica u=u(i), fig. 1.51.

Rezistorul este complet definit daca se cunoaste valoarea rezistentei R, puterea
2
. u . .
disipata p == tensiunea maxima de lucru pentru a dezvolta p=p,.

a) b)
Fig. 1.51 a) Simbolul varistorului, b) Caracteristica simetrica a varistorului

1.7.3. Conexiuni ale rezistoarelor
1.7.3.1. Conexiunea serie. O latura ce contine n rezistente inseriate poate fi redusa la

o latura cu o rezistenta echivalentd, fig. 1.52. Valoarea rezistentei echivalente se obtine din

definitia tensiunii la bornele laturii si din impunerea conditiei de conexiune =1, =i, =...=1, .
Rl RZ Rn Req
- }---
S~ ~—~— ~ ~
i u, u, u_ = i U,
o O
~ ~—>
u u

Fig. 1.52 Conexiunea serie a rezistoarelor

EdS+..=) Ri (1.73)

i
i=1

u:j'Ed§=J2'Ed§+
1 1

N ey O

Rezulta astfel valoarea rezistentei echivalente asociate laturii:

Ry = R (1.74)
i=1

1.7.3.2. Conexiunea paralel. Aceasta se realizeaza ca in fig. 1.53. Rezistenta
echivalentd rezultd din impunerea conditiei de conexiune U=U, =...=U, si aplicarea teoremei [

a lui Kirchhoff se obtine dupa efectuarea unor calcule simple:
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Rl
— 1
I1 l
RZ Req
| —— T
—_—1 7
|2
L g i u
A | Rn 1
I m— 09
n u
0 O
~—~r
u

Fig. 1.53 Conexiunea paralel a rezistoarelor

1 &1
—=>— (1.75)
R k=1 Rk

eq

1.7.3.3. Gruparea complexd. Aceasta este o grupare ireductibild la o secventd de
grupari serii si paralel. Pentru determinarea rezistentei echivalente in cazul unei grupari
complexe de rezistente se apleleaza la teorema transfigurarii stea-triunghi.

Se considera trei rezistente R, R, si R conectate n conexiune stea, fig. 1.54 a) intre

bornele 1, 2 si 3 si se urmdreste sd se determine expresiile rezistentelor R ,, R,; si R;; ce
formeaza un triunghi conectat intre aceleasi borne 1, 2 si 3, fig. 1.54 b).

Cele doud grupari sunt echivalente dacd prin substituirea uneie cu cealalta valorile
tensiunilor si curentilor raman neschimbate in circuit. Se considera cazul particular in care
alimentarea se realizeaza succesiv pe la bornele 1-2, apoi 2-3 si in final 3-1 atat pentru
configuratia din fig. 1.54 a) cat si b) iar cea de-a treia bornd raimanand in fiecarea caz in gol.

Deoarece la aplicarea tensiunii u curentul absorbit i trebuie sa aiba aceiasi valoare in
ambele cazuri si rezistenta echivalenta fatd de perechile de borne considerate trebuie sa aiba

aceeasi valoare in cele trei cazuri. Astfel se obtin relatiile:

b)

3 R23 2

Fig. 1.54 Conexiunea a) stea si b) triunghi a rezistoarelor
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Rz (Rys +Ryy)

R,+R, =
' ? R, + Ry3 + Ry

(1.76)

R3; (R, +Ry3)

R.+R =
P R, + Ry + Ry

Prin rezolvarea sistemului algebric 1.76 liniar in raport cu necunoscutele R, R, si R,

se obtin relatiile de transfigurare triunghi-stea pentru rezistentele:

= R, Ry
Ry + Ry + Ry
_ Ri2 Ros
Ry +Rys + Ry
_ R Rys
’ R, + Ry + Ry

2

(1.77)

Prin rezolvarea sistemului algebric 1.76 in raport cu necunoscutele R, R,; si R, se

obtin relatiile de transfigurare stea-triunghi pentru rezistentele:

RIR, +R, Ry + Ry R,
R12= R
3
RR +R,R,+R
Ry = e i (1.78)
1
RIR, +R, Ry + Ry R,
R31=
R2

1.7.3.4. Divizorul de tensiune. Tn conexiunea serie o utilitate foarte mare o are
divizorul de tensiune prezentat in fig. 1.55.

O—D—_L

Fig. 1.55 Divizorul de tensiune

u=(R +R))i=i=

R
L+ Ry p U, =u—2 1.79
2
. R +R,
uZszl

52



Teoria Circuitelor Electrice | Principii de baza in ingineria electrica

Se defineste atenuarea tensiunii (A,) raportul dintre tensiunea de iesire si tensiunea de

intrare. Aceasta atenuare pentru divizorul de tensiune este:

R 1
YN SR (1.80)
u Rl + RZ 144

R

1.7.3.5. Divizorul de curent. Conexiunii paralel i se poate defini divizorul de curent,
fig. 1.56 denumit si atenuatorul de curent conform urmdtoarei relatii:
[

G 4G, =i, =2 (1.81)
G, +G,

=G +G)u=u=

iZZqu

i
o——> ,
I1 |2
u R1 R2
o

Fig. 1.56 Divizorul de curent

Generalizand relatia divizorului pentru n laturi n paralel se poate determina curentul

. Ry

prin latura k cu urmatoarea expresie: i, =i

. Se defineste atenuarea curentului (Aj)

laturi

raportul dintre curentul de iesire si curentul de intrare. Aceasta atenuare pentru divizorul de
curent este:

A =2 - (1.82)
1+t

2

1.7.3.6. Punti rezistive. Se considera puntea rezistiva din fig. 1.57 (punte Wheatstone).

Fig. 1.57 Punte rezistiva

Aplicand formula divizorului de tensiune pentru determinarea potentialului punctului
P respectiv N, se obtine:
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v, —u—2 u—t
" R+R, [ R
RZ
R
Loy 1R = U = u 1R _ 1R (1.83)
Re+Ri 158 1+-1 1+2
4 2 R4
Uy = Vp —Vy
Up = U I;“ - I;Z =u Re R, (1.84)
1+71 1+73 1+& . 1+&
R, R, R, R,

Conditia de echilibru a puntii (punte Wheatstone) este de egalitate a potentialelor

A < ... Ry R
Vp =V avand urmatoarea formulare matematica: —

_1-
R, R,

1.7.3.7. Lanturi de rezistente. Se considera lantul de rezistente conectate ca in fig.

1.58. Rezistenta echivalenta a circuitului de mai sus se obtine utilizand divizorul de curent:

1 3 Rn—1
o_l —— -
R, R, R
c —_— -
Fig. 1.58 Lanturi rezistive
1
—+
2 R+ 1 1
—+
4 Rg+ L
—+..
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1.8. Elemente reactive de stocare a energiei

1.8.1. Bobina
Bobina este un element de circuit ce are proprietatea de a produce flux magnetic cand
este parcursa de curent. Raportul efect/cauza poarta numele de inductantd (inductivitate) L.
(O N Jjg dA N2A
L: - L — 1 — :l’l
S SfHdS
N r

Wb
, [Henry] = [T} (1.86)

Ecuatia caracteristica a bobinei este data de dependenta efect-cauza ® = [i(t),t], iar

simbolul bobinei este prezentat in fig. 1.59.

Fig. 1.59 Simbolul bobinei
Curba caracteristica in planul flux-curent se numeste caracteristica flux-curent. Ecuatia

de legdtura intre flux si tensiune este datd de legea inductiei electromagnetice:

— — ddg
er=3€EdS=—d— (1.87)
- t

si reprezintd ecuatia tensiune-curent.

Considerand o bobina, conform fig. 1.59, si aplicand legea inductiei rezulta:

b c
_ _ o - do do
J.EdS+J.EdS=——Sr sau Ri-u,=——x (1.88)
) ) dt dt
Pentru o bobina ideala (rezistenta nuld) ecuatia tensiune-flux este:
49 (1.89)
u =—=o .
bodt

Ecuatia tensiune-flux indicd dependenta fluxului magnetic de valoarea initiald a
fluxului din bobina si de valorile anterioare ale tensiunii la bornele bobinei: 0<t’<t:

t 0 t t
o, - _J.uL(t) dt = _J.uL(t) dt+£uL(t‘) dt' = @, +£uL(t') dt (1.90)
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1.8.1.1. Clasificarea bobinelor

Conform clasificarii elementelor de circuit bobinele necuplate magnetic se clasifica in:
- bobine liniare invariabile in timp;
- bobine liniare variabile in timp.

1.8.1.1.1. Bobina liniara invariabildin timp
Ecuatia caracteristicd este @ = L i cu L > 0. Tn planul ®=®(i) este o dreapta ce trece
prin origine, fig. 1.60. Dependenta tensiune-curent numita si caracteristica u=f(i) este data de

. di
relatia u, = L—.
fia u, dt

Ecuatia tensiune-curent a bobinei ideale poate fi scrisa in forma compacta:
u =z i (1.91)
unde, z, este operator diferential atasat curentului.

¢

Ot
Fig. 1.60 Caracteristica bobinei

Ecuatia u=u(i) indica faptul ca pentru a avea tensiune la bornele unei bobine trebuie sa
existe variatie de curent.

Dacd se alimenteaza o bobina de la o sursd ideald de curent, fig.1.61 a), cu forma
curentului din, fig. 1.61 b), tensiunea la bornele bobine L, va fi ca in fig. 1.61 c).

Caracteristica i=i(u ) presupune alimentarea bobinei de la o sursd de tensiune si

considerarea curentului variabila dependenta conform ecuatiilor:
== ju dt == J.uL(t)dt+—J.uL(t )dt' =i, —J.uL(t )dt! (1.92)

In baza relatiilor de dependenti, curentul printr-o bobina depinde de valoarea initiald a
curentului din bobina si de valorile anterioare ale tensiunii la bornele bobinei.

In consecint bobina este complet determinati de valoarea inductantei L si de valoarea
initiald a curentului prin bobina iLo. Alimentand o bobina de la o sursa de tensiune fig. 1.62 a),

cu forma redata in fig. 1.62 b), curentul prin bobind va fi, fig.1.62 ¢): i=i_ + Tt
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ig A[mA]

——— >t

t [us] c)

a)

Fig. 1.61 a) Bobina alimentata de la o sursa ideald de curent, b) forma curentului de
alimentare, c¢) forma tensiunii prin bobina pentru curentul dat

€ 1[V]
i b)
0 Juwo 30 [a0 [e0 t[us]
e C* u L |
i 1 [MA]
i 5
? t ]

Fig. 1.62 a) Bobina alimentata de la o sursa ideald de tensiune, b) forma tensiunii de
alimentare, c¢) forma tensiunii prin bobina pentru tensiunea data

1.8.1.1.2. Bobina liniard variabila in timp si necuplata magnetic (parametrica)
Bobina liniar variabila in timp (parametric) are simbolul prezentat in fig. 1.63.

Ecuatia caracteristica a acestei bobine este:
D(t) = L(b)i(t) (1.93)
unde, L(t) inductanta proprie.
Ecuatia Tn tensiune a bobinei se obtine din legea inductiei, fiind:

_dCD_Ldl idL

_do _ di .di 1.94
at Car (1.94)

u

unde L % este componenta de pulsatie a tensiuni, iar i((jj_lt_ este componenta parametrica.
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Fig. 1.63 Bobina liniar variabila in timp

O bobina liniard de inductivitate L si curent initial iLo poate fi echivalata cu un dipol

echivalent pe baza ecuatiei Joubert, fig. 1.64.

o—

u § L, iLo

o0—

Fig. 1.64 Bobina liniara de inductivitate L si curent initial i_ 0

Ecuatia Joubert in tensiune permite definirea, in baza echivalentei surselor de

tensiune in surse de curent, ecuatiei Joubert in curent € £ u, = Z aturi - AtUNCI:

Eiu_b:
z

iIatura =YL et YUy = iIatura = Yy e= igL =1 L s YL Uy = hatura (195)

N

Ultima relatie reprezinta ecuatia Joubert Tn curent. Schemele echivalente asociate
bobinei liniare sunt redate in fig. 1.65.

i|_ i’L i
L, iLO 3(t)
L, iLo = I'—o L =
L

Fig. 1.65 Schemele echivalente asociate bobinei liniare
L 1
i, :.Loh(t)+tjuLdt (1.96),

unde & este distributia Dirac si formal se poate introduce prin derivata generalizata

8(t)=%=h(t).
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1.8.1.3. Conexiuni ale bobinelor
1.8.1.3.1. Conexiunea serie. O latura ce contine n bobine inseriate poate fi redusa la o
latura cu o bobina echivalenta, fig. 1.66.

L
n €q
~~———— S~——
1 u = | Ueq
~—>
u

Fig. 1.66 Conexiunea serie a bobinelor

Valoarea inductantei echivalente se obtine prin aplicarea teoremei a Il-a a lui
Kirchhoff:

di di di < di
u +U,+.....u =L —+L —+...L.—=> L — 1.97),
1 2 n Lidt 2 dt n dt ; k dt ( )

Rezultad ca gruparea serie se poate substitui cu o singurd bobind avand tensiunea la
di

borne u(t)=L a0

a carel inductivitate va fi:

Ly =D L, (1.98)

1.8.1.3.2. Conexiunea paralel. Aceasta se realizeaza ca in fig. 1.67. Inductanta
echivalentd rezultd din impunerea conditiei de conexiune U=U, =...=U, si aplicarea teoremei [

a lui Kirchhoff obtinandu-se dupa efectuarea unor calcule simple:

Ll
YY"\
i 1
L2 Leq
Y\,
2 = u
L 1
A 1 n 1
 IYYY\ .,
i i >y
n u
0 O
\UJ

Fig. 1.67 Conexiunea paralel a bobinelor
1

- ZLi (1.99)
q k=1l =k

1.8.1.3.3. Gruparea complexd. Aceasta este o grupare ireductibila la o secventa de
grupari serii si paralel. Pentru determinarea inductantei echivalente in cazul unei grupari
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complexe de inductante necuplate, se apeleaza la teorema transfigurdrii stea-triunghi, fig.
1.68.

b)

3 L, 2

Fig. 1.68 Conexiunea stea a) si triunghi b) a bobinelor

Aceasta presupune inlocuirea unei parti dintr-un circuit cu o alta echivalenta, astfel
incat curentul si tensiunea la bornele circuitului sa nu se modifice. Conditia de echivalenta
impune egalitatea inductantelor intre perechile de noduri omoloage. Se obtin astfel

urmatoarele relatii de transformare:

= Ly Loy L, = LL, + Ll + Lk
Lip + Ly + 1L Ls
- - LipLos - L, = L L, +L,L;+ L (1.100)
12+ Los + Ly L
Ll L bbbl Ll
Lip + Ly + Ly L,

1.8.1.4. Bobine liniare cuplate magnetic
O bobina s parcursa de curentul i, se numeste cuplatd magnetic cu alte n-1 bobine daca

fluxul magnetic este functie si de intensitdtile curentilor din celelalte bobine.
D ()= CD(il(t), I(t),... ,in(t)) (1.101)

Bobinele fiind liniare, fluxul total al bobinei s este 0 suma a fluxurilor elementare (mutuale).

D, =D Ly (1.102)
k=1

unde: L :% este inductivitatea proprie ce reprezinta raportul dintre fluxul propriu al

1|
i, =0
S

bobinei s si curentul ce la produs cand cele n-1 bobine nu sunt parcurse de curent, iar

P : o <

Ly =—>  este inductivitatea mutuala.
I |is=0
s#k
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Daca LSS> 0, Lsk<, =, > 0 inductivitatea mutuala este functie de fluxul mutual produs de

bobina k fata de fluxul propriu al bobinei s.
Pentru a reprezenta in scheme modul in care se introduce in calcule inductivitatea
mutuald se indica prin stelute (asterisc) bornele polarizate ale bobinelor, fig. 1.69.

L >0 L >0 L >0 L <0

sk sk sk sk
Fig. 1.69 Inductivitatea mutuald indicata prin bornele polarizate ale bobinelor
Regula de asociere a fluxurilor mutuale in analiza circuitelor electrice: Fluxul

mutual se considera pozitiv daca curentii ce parcurg bobinele cuplate magnetic au acelasi

sens fata de bornele polarizate, altfel este negativ.

Ecuatia tensiune-curent a bobinei cuplate magnetic este:

d n
u.= ;I: _ZLsk k=Lls— ZLsk (1103)

k:és

Ecuatia n tensiune a bobinei liniare cuplatd magnetic poate fi exprimata in functie de
operatorul de impedanta astfel:

n
Uy =2 ig+ Y 24, (1.104)
k=1
unde: z,_ = Lss%, 7, = Lsk% sunt operatori diferentiali atasafi curentului.

Din ecuatiile tensiune-curent ale bobinei cuplate magnetic se pot obtine ecuatiile
curent-tensiune, ecuatii de forma:

t t n t
i, =T [ugdt+ >y fudt+i(0) = iy = "Iy fu,dt+i, (0) (1.105)
0 k 0 k=L

Pentru exemplificare se considera trei bobine cuplate magnetic intre ele ca n fig. 1.70.
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Fig. 1.70 Cuplaj magnetic intre trei bobine

Ecuatia Tn tensiune a fiecarei bobine conduce la sistemul de ecuatii:

d d
u, = a(q)l) = a(q)ll — 0, —Dy3)

d d
u, =a(d)2) =a(—d)21 +D,, +D,;) (1.106)
u =i((l))=g(—d) +D,, +Dy,)
3 dt 3 dt 31 32 33

Exprimand fluxurile functie de curenti rezulta:

di di di

=L g byt e
di di di

Up = —Ly dtl Lo, dt2 Lo dt3 (1.107)
di di di

__L31 L+ L32 2+ L33 3

Utilizand forma matriceald a dependentei flux-curent [®]=[L] [i] ecuatiile de mai sus

pot fi scrise si in forma curent-tensiune astfel:
t
[ul= <1l fulot = (L] (1.108)

Inmultind la stanga cu [L]" = [L]* J.u]dt— i] sau: [is(O)]+[LT1Jt.[u]dt=[i] unde:

LZL'L - LlZ - Ll3
[L] =|-L,; L, L,| este matricea inductivitatilor, iar

Ly Ly L

A=l Ly Lyg+ Ly Lyg Ly + Lig Ly Ly — L13 2 — L L%s L12 33 *

1.8.2. Condensatorul
Energia electromagnetica are doud componente: una electrica si una magnetica.
Elementele de circuit ce au proprietatea de a acumula energie se numesc elemente reactive.

Raportul dintre efect si cauza in camp electrostatic defineste capacitatea C:
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DdA
co_ 4 _ _ A (1.109)
v, —V, _ d
E dS
cu simbolul in fig. 1.71.
N i
u —__C
- 0

Fig. 1.71 Simbolul condensatorului

Condensatorul este un element de circuit cu ecuatia caracteristica:
q=q[u(t).,t] sau u=ulq(t).] (1.110)

daca se considera variabila independenta tensiunea u respectiv sarcina g.

Curba caracteristicd in planul g-u se numeste caracteristica sarcini-tensiune. Tn teoria
circuitelor intereseaza dependenta tensiune-curent sau curent-tensiune. Ecuatia de legatura
pentru obfinerea acestei dependente este data de curentul de deplasare:

dg _. 1.111
. (1.112)

In aceste conditii, considerdnd tensiunea variabili independenti, se obtine
caracteristica curent-tensiune a condensatorului.

Un condensator fig. 1.72 a) alimentat cu o tensiune trapezoidala conform fig. 1.72 b)
determina prin condensator un curent de forma din fig. 1.72 c) in baza ecuatiei

. d du
I_E(CU)_CE.
u 4Vl
i
3 T t [ms]
) C*D (JC T i 1[mA] i
O- t [ms] c)
a)

Fig. 1.72 a) Condensator alimentat de la o sursa ideala de tensiune, b) forma tensiunii de
alimentare, c¢) forma curentului prin condensatorul pentru tensiunea data
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1.8.2.1. Clasificarea condensatoarelor

Conform clasificarii elementelor de circuit se disting:
» condensatorul liniar invariabil in timp;

» condensatorul liniar variabil n timp

1.8.2.1.1. Condensatorul liniar invariabil Tn timp

Condensatorul liniar invariabil in timp are urmatoarea ecuatie caracteristica:
qt)=Cu(t) cu C>0 (1.112)

In planul (q,u) curba caracteristici este o dreaptd ce trece prin origine cu panti
proportionala cu C, fig. 1.73.

0
Fig. 1.73 Caracteristica condensatorului

Alimentand un condensator de la o sursa ideala de curent, fig.1.74 a), cu forma
curentului din fig. 1.74 b), tensiunea la bornele condensatorului C, va fi ca in fig. 1.74 c).

i 4[mA]
b)
0 0,5 1 15 t[mS]
ig '
u vl
t [ms] c)

Fig. 1.74 a) Condensator alimentat de la o sursd ideala de curent, b) forma curentului de
alimentare, c) forma tensiunii la bornele condensatorul pentru curentul dat

Ecuatia curent-tensiunei :%:Ci—f: i(t) poate fi exprimatd si in forma tensiune-
curent conform ecuatiilor:
1 17 1 1
u=— i) dt=—= |i(t")dt'+=|i(t")dt'=u, +—=|i(t")dt". 1.113
C_jw() C_L() C{() 3 C!() (1.113)
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Tensiunea la bornele condensatorului u(t) depinde de tensiunea initiala Ue, si de

valorile anterioare ale curentului O<t'<t. Tn consecinti, condensatorul este complet determinat

daca se cunoaste valoarea capacitatii C si a tensiunii initiale de incarcare Ucy fig. 1.75.

Fig. 1.75 Condensator liniar de capacitate C

si tensiune initiala Ue,

Dependenta tensiunii de la bornele condensatorului de tensiunea inifiala Ue, indica o

acumulare de energie in campul electric al condensatorului:

1 F t _du “ u?
w==Cu? =Iuidt=qu—dt=de B
7 S A T A

Comparativ cu rezistorul ce
absoarbe energia electrica w=p dt cu
p=R i* si o transformi ireversibil n
caldurd, condensatorul absoarbe
energia electrica din circuit, o
stocheaza si o returneazad circuitului.
Spre exemplificare, daca se aplica o
tensiune cu forma din fig. 1.76 pe o
capacitate de 1puF se obtine puterea
: . dw :
instantanee p=u i =5 pozitiva si
negativa, cu valoarea constanta a

energiei (w=200pJ).

(1.114)
W = lC u® = 1 q
2 2C
u vl
10 =y r
0 2 4 \ 6 8 12 t[ms]
-10
i [mA]
5
2,5 t [ms]
-10
pA[MW] Puterea
/ absorbita
50 [ ‘ /
t [ms]
~_ Puterea
-100 Sfurnizata

Fig. 1.76 Condensator de capacitate 1puF alimentat
de la o sursa de tensiune de 10V va avea o energie de 200uJ
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1.8.2.1.2. Condensatorul liniar variabil n timp
Condensatorul liniar variabil n timp (parametric) are simbolul prezentat in fig. 1.77.

Ecuatia caracteristica a condensatorului variabil:
q=C(t)u(t) (1.115)

permite definirea ecuatiei curent-tensiune:

Ue /_}_fc

o—

Fig. 1.77 Condensator liniar variabil in timp (parametric)

j-d4_cdu ,dC (1.116)
o dt U a

unde C ((ji_ltj este componenta de pulsatie a curentului, iar u Z—f este componenta parametrica.

1.8.2.2. Conexiuni ale condensatoarelor

1.8.2.2.1. Conexiunea serie. Conditia de conexiune este ca i, =i, =..=i, :deﬂ.

dt
Aplicand teorema a Il-a a lui Kirchhoff in circuitul din fig. 1.78 tensiunea de la bornele

capacitatii echivalente este suma caderilor de tensiune pe condensatoarele conectate in serie

u= iuk :
k=1

. cococ C, C,
oo FH - — =] b
~ > ~> ~r ~

u u, U3 u, u

Fig. 1.78 Conexiunea serie a condensatoarelor

Derivand in raport cu timpul se obtine relatia:

du_du,

= . 1.117
dt & dt (L117)
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L ii (1.118)

Capacitatea echivalenta a unui sistem de doud condensatoare serie este:

_ GG

= 1.119
s (1119

Pentru conexiunea paralel capacitatile de valori foarte mici pot fi neglijate, iar pentru
conexiunea serie capacitatile mari pot fi neglijate.

1.8.2.2.2. Conexiunea paralel. Conditia de conexiune este ca: U =U =Uz=Ux. Aplicand

n
teorema | a lui Kirchhoff in circuitul din fig. 1.79, i = Zik ,CU i, =C, Z—lt’ rezulta:
k=1

Tk
T T

Fig. 1.79 Conexiunea paralel a condensatoarelor

i=» C,— 1.120
Z k t eq dt ( )
Din ecuatia de mai sus Se poate identifica valoarea capacitatii echivalente:

Coq = 2, Cy (1.121)
k=1

1.8.2.2.3. Gruparea complexd. Pentru determinarea capacitatii echivalente in cazul
unei grupari complexe de capacitati, se apleleaza la teorema transfigurarii stea-triunghi, fig.
1.80. Aceasta presupune inlocuirea unei parti dintr-un circuit cu o alta echivalenta, astfel incat
curentul si tensiunea la bornele circuitului sa nu se modifice.

Conditia de echivalenta impune egalitatea capacitatilor intre perechile de noduri

omoloage. Se obtin astfel urmatoarele relatii de transformare:

C = CpCps +CC4 +C5,Cyy C. = GG,
t C ¥ C,+C,+C
23 1L +0s
C,= C1yCos + Cécsl +Ca1Cyy & {C,= s C, Gy (1.122)
- 1 +C, +C,
C.— CpCp3 +C G4 +C5,Cyp C. = GG
2= C %c,+C,+C
12 1T T4
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1
¢

L C31 C12
C, C,
a) b)

2N |

3 2 3

0
2

O

23
Fig. 1.80 Conexiunea condensatoarelor a) stea si b) triunghi

1.8.2.3 Teoremele de echivalentd ale condensatoarelor
Orice condensator este complet determinat de valoarea capacitatii C si de tensiunea

inifiala Uey:
1 t
Ecuatia tensiune-curent u(t)=uc, + EJ.i(t‘) dt' poate fi pusa in forma:
0

g, +u(t) =% [t (1.123)

0

Considerand condensatorul cu dipol receptor fig. 1.81, ecuatia Joubert atasata este:
e+u, =21 (1.124)

t
1 . .
unde z. = J. dt' este operator integral atasat curentului.

c 0
Identificand termenii, rezultd: e =-uc, , u, =u(t) . Pentru a incarca un condensator de
capacitate C si tensiune initiald Uey: tensiunea aplicatd la borne trebuie sd depaseascd valoarea
t.e.m. echivalente.

B
»

(o]

U .

b ( ___C, UCO
O-

Dipol recepto

St
o

Fig. 1.81 Transformarea unui condensator cu prima teorema de echivalentd

Prima teoremd de echivalentd indica transformarea unui condensator cu conditii

—uCo de t.e.m. cu valoarea constanta uCo.
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A doua teoremd de echivalenta transforma un condensator cu condifii initiale nenule
intr-o sursa de curent ideala conectata in paralel cu un condensator fara conditii initiale, fig.

1.82. Prin aplicarea teoremelor de echivalenta ale surselor sau:

t

Cu(t)=Cuc, + j i(t')dt' = CZ—L: ~Cug, 3(t) =i(t) (1.125)
0
o] i >
u Coug 80 Z-cC
o

Fig. 1.82 Transformarea unui condensator cu a doua teorema de echivalenta

In consecintd orice condensator poate fi reprezentat printr-un dipol receptor fie de
tensiune fie de curent.

Exemplu 1: Sa se calculeze rezistenta echivalenta la bornele 11’ din fig. 1.83, cunoscandu-se:
R,=20, R,=1Q, R,.=20, R,=20QR.=202, R =102, R =2Q.

11,1, RR,
Ry, Ry R, R, + R,
Ryss =Ry + Ry =20
Ry =Rs + Ry =3Q

R, R
Razas6 :—R 2

=1Q

=12Q
231 + Reg

Ry = Ry + Rygus6 + R, =5,2Q

Fig. 1.83 Circuit electric

Exemplu 2: Sa se calculeze caderea de tensiune de pe rezistenta R, din fig. 1.84, cunoscandu-
se: =10V, R, =22, R,=40, R,=3Q.
R,

i u=Ri
~— Ug +Ug +Ug —€=0

R, > TIK Rs R1i+R2i+R3i:e:>10
e

u i

= = ~1,11A
//? 3 R,+R, +R, 2+4+3
=/ Up =Rsi=R;— < =3.111=3,33V
e : R, +R, +R;

Fig. 1.84 Circuit electric
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Exemplu 3: Sd se calculeze intensitatea curentului prin rezistorul R, din schema prezentatd in

fig. 1.85, cunoscandu-se: e=20V, R =40, R,=50, R,=40.

e=Rg i
! R,R,R :>i—ﬂ—l4A
YT, ] |Rg= —— =1,430Q 1,43
I I 5 RoR3 + RiR; + RiR,
e ) R, R, R, =iy +1i, +1,
R, . R,

Fig. 1.85 Circuit electric i :&i2 +i, +&i2 _RoRs T RiR; + RiR, i, =
Rl RS R1R3

. R,R
|2:| 1°3 =14. 16 —4A
R,R, + R,R; + RiR, 16 + 20 + 20

Exemplu 4: Sa se calculeze rezistenta echivalenta la bornele circuitului din fig. 1.86,
cunoscandu-se R, =3, R,=2, R,=2, R,=2, R_=4.

R1 Rl
lo S lo —_
\ 1
ed

R

R2 R3 o 23
[] R4 st Rss [] R4
Rs
1o T'o

Fig. 1.86 Circuit electric

R,R; + R;R: + R:R R
Ryy = 2 3t ;5"‘ 52 _60 R123:RR1 és —20
5 1+ Ryg
R35:R2R3+R3R5+R5R2:GQ Ry = R4 Rss —240 =Ry= Ras Riz3ass _2540)
R Ry + Ry Ros + Rizgas
R,R; + R;R: + R:R R =R Ry =4,4Q
Re, = 2 3t ;5"‘ 52 _60 123435 = Naog T Rygs =4
3

Exemplu 5:5a se calculeze inductivitatea unei bobine cilindrice cunoscandu-se ca aceasta:

a). este fara miez, cu N=200 spire dispuse pe un singur strat, Spira ldinga spird,
[=20mm, d=4mm,(u =pg-uy, unde ug este permiabilitatea absoluta a vidului §i are valoare
47107 [H/m], iar- ur este permiabilitatea relativd a materialului magnetic);

b). este cu miez, cu N=100 spire dispuse pe un singur strat, spira langa spird,
|1=10mm, d=4mm, u=1200;
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Datorita faptului ca solenoidul este lung 1>4d se va aplica urmatoare formula de

calcul:
d? nd?
2 N2 N2 —— 2 2
LeuNA_ 4 gpgo7 4 2N gpe200004 o
| | | I 20
d 4
Datorita faptului ca solenoidul este scurt 1<4d se va aplica urmdatoare formuld de
2 2 2
calcul: L = uou,le,z-loS -10'6N—d|=1,2-10'3LfZ=14mH
0,44+1 0,44+ 0,44+

Exemplu 6: Sa se calculeze capacitatea echivalentd la bornele 11° din fig. 1.87, cunoscandu-

se: C,=2uF, C,=IuF, C;=2uF, C,=2uF,C =2uF. Sa se determine sarcina si energia electricd
acumulata de condensatorul C, daca se cunoaste caderea de tensiune la bornele 11’ de 10V
si cea de pe condensatorul C, de 6V. Cat este intensitatea curentului prin C_ daca cdderea de

tensiune de pe acesta este de forma u(t)=50sin(6280t)?

Cs

C, (]
—A— o o
Lo C, L _\I_I:;_

1’ o
Fig. 1.87 Circuit electric
Ch =C, +C, =4pF
1ot b Gl o GiCu gaayr
Cis C Cy CCy C, +Cy

Ciasr =Cia +C;, =2,33pF

_ Cs Ciop

- ~1,07 uF
Cs +Cip

1

Uy =Ug, U, = Ug, =U; —Ug, =10-6=4V
q=Cu=2-10"°.4=8-10"°=8uC

Cu? 2.107°.42
W= =

=16-10"° pJ
2 2 #
i(t)=C i—‘: ~2.10°° .w — 2.107°-6280 - 50 cos( 6280t) = 628 cos(6280t) MA
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Exemplu 7: Cunoscand fapul ca circuitul din fig. 1.88 a) este alimentat in curent continuu, sa

se calculeze caderea de tensiune de pe rezistorul R,. Se dau urmatoarele valori: C =2uF,
L,=2mH, ig,=5A, C,=4uF, C,=1uF, R,=50, C =3uF, R:=20, L=1mH, R,=20, e=8V,
L,=3mH, R;=4, R =20, R11:4_Q.

-

(5) I < (4) S | | @3)

R, e, 3 I i7 '/D
) e

o
S
—_—
 E—
O
o
]}
|
Pyl
v
=y
0

Fig. 1.88. Circuit electric

Deoarece circuitul este alimentat de surse de curent continuu (semnal invariabil in timp) si

e . . . , du .
datorita faptului ca expresia curentului in condensator este de forma i. =C dtC rezulta ca

i.=0, iar Tn acest caz condensatorul este un comutator deschis, deci nu este parcurs de

curent. Tn cazul bobinei expresia tensiunii de pe bobind este de forma u, = L%, rezulta ca

u =0, iar Tn acest caz bobina este un scurtcircuit, in aceste conditii circuitul din fig. 1.88 a)

devine cain fig. 1.88 b).

(4) —ig+i,+ig=0 =g =i, +1

. . . e—R;i,
(1) ug +ugz —-€=0 :>e=UR7+UR112>9=R7'7+R11'32>|3=R—
11

() ug, +ug —Ug =0 = Uz =Ug +Ug = R;i; =(Rs+Ry)ig

8_42'7=i +2:17:>|7_1A:>UR =R, i, =2V

8- 2i,

iy = =iy =15A

iez%:ue_o 5A
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1.9. Elemente de teoria grafurilor

Circuitele electrice se caracterizeaza din punct de vedere topologic prin graful lor.

Graful unui circuit se obtine inlocuind, n schema electrica, elementele pasive prin
simple linii, generatoarele ideale de tensiune prin scurtcircuite, iar generatoarele ideale de
curent printr-o latura intrerupta (borna in gol).

Un graf este alcatuit din noduri si laturi. Daca unui circuit electric 1 se asociaza fiecarei
laturi un sens de trecere al curentului, graful asociat circuitului se numeste graf orientat.

Nodul este punctul de conexiune a cel putin trei elemente de circuit. Daca numarul de
elemente de circuit este mai mic de trei nodul este fictiv (supernod sau legatura
echipotentiald).

Latura reprezinta legatura dintre noduri pe care exista cel putin un element de circuit.
Laturile ce nu contin elemente de circuit sunt laturi scurtcircuitare. Nodurile conectate de
laturile fictive au acelasi potential.

Un graf se numeste conex daca de la un nod oarecare al circuitului se poate trece,
parcurgand exclusiv laturi ale grafului, la orice alt nod al acestuia.

Un graf se numeste neconex poate fi transformat ntr-un graf conex prin legarea la
pamdnt a unui nod (prin alegerea unui potential de referinta).

Un rol important in studiul proprietatilor topologice ale grafurilor 1l au bucla si
arborele.

Bucla reprezinta totalitatea laturilor ce formeaza o curba inchisa.

Arborele reprezinta legatura intre toate nodurile unui circuit (graf) fara a forma
bucle.

Laturile ce apartin arborelui se numesc ramuri: ry. Notand cu n numarul de noduri ale
unui graf si cu | numarul de laturi atunci, conform enuntului arborelui, ramurile satisfac relatia
ra=n-l.

Intr-un graf, indiferent de arborele ales, numdrul de ramuri este acelasi (r;=n-1).

Coardele sunt laturile unui graf ce nu apartin arborelui.

Se numeste bucld independenta, buclele ce contin cel putin o laturd care nu apartine
celorlalte bucle. Modul cel mai simplu de a determina buclele independente este de atasare a
unei coarde arborelui.

Pentru exemplificare se considera graful atasat puntii Wheatstone, fig. 1.89, care
admite arborii, fig. 1.90:

Pentru graful din fig. 1.90 a):

» laturile 1,5 ale arborelui + latura 2 (coarda) formeaza bucla I;

» laturile 4,5 ale arborelui + latura 3 formeaza bucla II;

> laturile 1,4 + latura 6 formeaza bucla III.

Astfel:

Numarul buclelor independente este egal cu numarul de coarde (b=I-r3).
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Numarul de laturi ale unui circuit satisface relatia I=r,+b.

a)

Fig. 1.90 Graful atasat puntii Wheatstone

Matricile topologice ale unui circuit electric

Grafurile servesc la ilustrarea proprietatilor topologice ale circuitelor, iar matricile
servesc la descrierea cantitativd a acestor proprietati. In analiza circuitelor se procedeazi
astfel:

> se deseneaza graful orientat (graful cu sensurile curentilor in laturi);

> se alege un arbore principal construindu-se buclele independente si alegandu-se un

sens de parcurgere a fiecarei bucle, considerat sens de referinta.
> se definesc matricile topologice ale circuitului

Matricea de incidenti a laturilor la noduri[A,] . matrice cu dimensiunea: noduri x

n x

laturi, de coeficientia,; , definiti astfel:
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+1 daca latura j iese din nodul k,
a; =1 —1dacd latura j intra in nodul k,
O daca latura j nu este conectata la nodul k.

Daca se inlaturd o linie oarecare Tn matricea [A,]

n x

, se obtine matricea redusa [A]

nxl

Suprimarea liniei corespunde alegerii nodului respectiv ca nod de referintd.

Matricea de apartenenta a laturilor la bucle (ochiuri) [Bl,,; este o matrice cu
dimensiunea: bucle independente x laturi si cu coeficientip,; definiti astfel:

1 daci latura j apartine buclei b cu sensul de parcurgere al laturii identic
cu sensul de referinta ales,

Bbj =

—1 daca latura j apartine buclei b, dar cu sens opus sensului de parcurgere
al buclei,

0 daca latura j nu apartine buclei b.
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2. Analiza circuitelor electrice

2.1. Transformarea surselor si circuitelor electrice

2.1.1. Introducere

Analiza circuitelor electrice este un proces specific de determinare, prin calcul, a
tensiunilor si curentilor cunoscand valorile, sursele si parametrii circuitului. Orice circuit,
excitat de surse, produce un raspuns in tensiune sau curent. Scopul analizei circuitelor este de
a determina rdspunsul unui circuit la excitatii date. Problema inversd, de determinare a
circuitului cunoscand excitatiile si raspunsurile, este o problemd de sinteza a circuitelor
electrice.

Analiza circuitelor urmareste determinarea ,,simtului fizic” al viitorului inginer pentru
circuite, prin Invatarea unor tehnici de analiza. Orice analiza presupune un suport matematic,
insa, acest suport nu umbreste sensul fizic al raspunsului circuitului.

Raspunsul circuitului poate fi Tn curent sau in tensiune; deci analiza circuitului, n
functie de raspuns, poate fi: in curent sau in tensiune. Analiza Tn curent presupune ca
necunoscutele circuitului sunt curentii din laturi, iar analiza in tensiune considera ca
necunoscutele sunt tensiunile de la bornele laturilor. In baza relatiilor de dependenti tensiune-
curent de pe laturi, se determind tensiunea (pentru analiza in curent) sau curentul (pentru
analiza in tensiune).

Tehnicile de analiza a circuitelor se bazeaza pe aplicarea teoremelor lui Kirchhoff,
indiferent de tipul raspunsului (curent sau tensiune). Pentru circuitele complicate, aplicarea
teoremelor Kirchhoff conduce la sisteme de ecuatii de mari dimensiuni, dificil de rezolvat. O
reducere a timpului de calcul este posibila prin cunoasterea tehnicilor de analiza.

O primad metoda de analiza, utilizata in special pentru circuitele simple, este tehnica
transformarii surselor si a circuitului, utilizdnd teoremele de echivalentd ale surselor si de
reducere a circuitului, teoreme prezentate in capitolul anterior.

Se va exemplifica aceasta tehnica pe circuitul din fig. 2.1 unde se cunosc sursele si
elementele de circuit pasive (rezistentele) si se urmareste determinarea valoarii tensiunii de la
bornele rezistorului de 10€2.

Un prim pas in rezolvarea acestui circuit 1l constituie transformarea acestuia intr-un
circuit elementar prin transfigurarea surselor. Astfel, sursa de tensiune de 10V si rezistenta de
20Q este transformata intr-o sursa reala de curent, iar sursa de curent de 1A si rezistenta de

8Q ntr-o sursa reald de tensiune, obtinand circuitul echivalent din fig. 2.2.

76



Teoria Circuitelor Electrice | Analiza circuitelor electrice
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Fig. 2.2 Circuit electric transformat

Rezistentele de 20Q2 si 302 se combina intr-o singura rezistenta paralel de 12Q, iar
rezistentele de 5Q si 8Q ntr-o rezistenta serie de 13Q2. Pentru obtinerea unui circuit mult mai
simplu se transforma sursa reala de curent de 1A intr-o sursa reald de tensiune, obtinandu-se
schema din fig. 2.3.

100

Yy —

T~
N
<

Fig. 2.3 Circuit electric final

Cele doua surse serie formeazd o singura sursa de 14V de rezisten{da internd
12+13=25Q), ce debiteaza pe rezistenta de 10Q. Se deduce astfel tensiunea la bornele
rezistorului de 10Q2 care are valoarea U=10-[14/(12+10+13)] = 4V.

Pentru rezolvarea circuitelor complicate, aplicarea tehnicii transformarii surselor si
circuitelor nu reduce semnificativ timpul de calcul. In aceasta situatie, trebuie pentru
rezolvare, sa se apeleze la teoremele lui Kirchhoff.
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2.2. Analiza circuitelor electrice cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff

Circuitul electric este alcatuit din surse de putere (generatoare electrice) si receptoare
(consumatoare electrice), conectate intr-un anumit mod.

Sursele produc energia electrica, iar receptoarele consuma energia electrica, in sensul
ca energia electrica este transformata in alta forma de energie: energie termica, mecanica,
luminoasa, acustica, etc.

Un circuit electric are urmatoarea structura:

» laturi: portiuni neramificate de circuit pe care se afla cel putin o sursa sau un

consumator; numarul de laturi se noteaza cu I;

» noduri: punctele de intalnire (legatura sau conexiune electricd) a cel putin trei laturi;

numarul de noduri se noteaza cu n;

» bucle (ochiuri de circuit): portiuni inchise de circuit electric, formate din laturi si

noduri; numarul de bucle se noteaza cu b sau o.

In analiza circuitelor electrice cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, se vor prezenta
cateva consideratii privind aplicarea practicd a teoremelor Kirchhoff.

Problema analizei circuitelor se enunta astfel: Cunoscandu-se structura topologica a
circuitului (laturi, noduri, ochiuri) i elementele de circuit de pe fiecare latura (rezistente,
bobine, condensatoare, surse), trebuie sa se determine curentii tuturor laturilor §i tensiunile
la bornele elementelor de circuit.

Toate acestea pot fi calculate cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff deoarece numarul
necunoscutelor este dat de numarul laturilor din circuit. Deoarece numarul laturilor este egal
cu numarul ramurilor si jonctiunilor (coardelor), iar teorema | a lui Kirchhoff (T I K) se aplica
pe numarul de ramuri, iar teorema a I1-a a lui Kirchhoff (T 1l K) pe numarul de ochiuri (bucle,
coarde), rezulta un sisteme de | ecuatii cu | necunoscute.

l=r,+b=(n-1)+ b (2.2)
T TIK
Sistemul celor | ecuatii se compune din:
» (n-1) - ecuatii nodale (T | K);
» b - ecuatii de ochiuri (bucle) (T Il K).

Pentru rezolvare trebuie ales sensul curentilor prin elementele de circuit si tensiunile la
bornele laturilor. Pentru aceasta se ia un sens de referinta arbitrar ales pentru fiecare latura ca
fiind sensul curentului.

Indicatii:

1 - pentru laturile ce contin surse, sensul curentului se considera in sensul sursei;

2 - in celelalte laturi se ia sensul curentului cat mai apropiat de cel fizic;

3 - se asociaza fiecarei laturi regula de la receptoare (ambele marimi intrd sau ies din nod
fig. 2.4).

78



Teoria Circuitelor Electrice | Analiza circuitelor electrice

Fig. 2.4 Latura receptoare

Daca, in urma calculului, curentul in laturi a rezultat pozitiv, atunci sensul, arbitrar
ales, este sensul real. Dacd a rezultat negativ, atunci in latura sau laturile respective, sensul
real este opus celui arbitrar ales.

Se alege pe fiecare ochi (bucld) un sens arbitrar de parcurgere. Semnul tensiunii de la
bornele elementelor de circuit este pozitiv daca, sensul tensiunii coincide (cu regula asociata
de la receptoare) cu sensul de parcurgere. Tn caz contrar, semnul tensiunii este negativ.

2.2.1. Scrierea matriceald a teoremelor lui Kirchhoff
2.2.1.1. Teorema | a lui Kirchhoff

Suma algebricd a intensitatilor curentilor din laturile concurente unui nod este nula.

i;=0 (j-latura) (2.2)
2

jek

Aceastd teorema poate fi formulata in asa fel incat sd intervina numai valorile absolute
ale tuturor curentilor laturilor din circuit s1 anume:

|
D 0y, =0 (2.3)
j=1

+1 dacd curentul din latura j iese din nodul k,
unde a, =1 —1daca curentul din latura j intra in nodul k,
0 daca latura j nu este conectata la nodul k.

Relatia de mai sus, T | K este valabild in orice nod si intrucat aceasta se aplica pe cele
Nn-1 noduri, rezultd (orice combinatie liniara de sume nule = suma nula):

Doy =0 (2.4)

1 j=1

LN

n—

=~

™M

relatie ce se poate exprima desfasurat astfel:

Oyqly + 0,0y H 0yl +...0y1 =0

.(121i1+(1,22i2 +(123i3 +...(12|i| :O (25)
Ongy1 b +0(nay2 12 +0ngyz iy +o0 0y i) =0
sau matricial:
[o i Jn-gyat [110a =0 (2.6)
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forma matriceala a teoremei I a lui Kirchhoff se poate scrie:

[A](n—l)xl '[i]m =0 (2-7)

unde: [A] este matricea redusa de incidentd a laturilor la noduri, matrice cu dimensiunea [(n-
1)xI], iar [i] este matricea coloana a curentilor din laturile circuitului, dimensiunea matricii
fiind Ix1.

2.2.1.2. Teorema a ll-a a lui Kirchhoff
Suma tensiunilor la bornele laturilor j ce formeaza un ochi (bucld) este nula,

Du;=0 (2.8)

jem

(laturile jem, unde m este ochi). Si aceasta teorema poate fi formulata in functie de valorile
absolute ale tensiunilor tuturor laturilor astfel:

|
2 B ;=0 (2.9)
jel

+1 daca sensul tensiunii din latura j este identic cu sensul de parcurgere
unde: By =1 —1 daca sensul tensiunii din latura j este opus sensului de parcurgere
0 daca latura j nu apartine ochiului m.

Intrucat T 11 K se aplica tuturor celor o ochiuri independente, rezultd urmitorul sistem
de ecuatii de ochiuri.

o |
2.2 B u; =0 (2.10)
m=1 jel

sau matricial:
mk,j]oxl [uj]lxl =0 (2.11)

forma matriceala a teoremei Il a lui Kirchhoff se poate scrie:
[B]oxl '[uj]lxl =0 (212)

unde [B] este matricea de incidentad a laturilor la ochiuri, matrice cu dimensiunea oxl, iar [u]
este matricea coloana a tensiunilor de pe laturile ochiurilor, dimensiunea matricii fiind Ix1.

2.2.1.3. Ecuatia Joubert sub formd matriceald
Se considera latura j a unui circuit ce contine t.e.m. e, operator de impedanta Z, si

curentul prin latura ij asociat conform regulii de la receptoare, prin aplicarea teoremei Il a lui

Kirchhoff, si considerand tensiunea U, la bornele laturii, fig. 2.5, rezulta:
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Fig. 2.5 Latura j a unui circuit
€ =2l —u; (2.13)
Ecuatia de mai sus poate fi scrisd si in forma:

e +U; =Zji; (2.14)

denumita ecuatia lui Joubert a laturii j.

Ecuatia exprima dependenta curentului prin laturd de t.e.m. a laturii si tensiunea la
bornele acesteia. Practic printr-o latura j a unui circuit inchis circuld curent daca in latura
exista surse sau/si tensiune la bornele laturii j. Afirmatia este valabila numai daca operatorul

laturii este definit (zj;tO, ).

Ecuatia Joubert aplicata celor | laturi ale unui circuit conduce la sistemul de ecuatii:

e, +U =7,
& Uz =22, (2.15)
e +U, =i
sau in forma matriceala:
Z 0
el + U =| i), = Te 14 0uy1=12,1+ )] (2.16)
0 Z,

unde: [ej]lx1 — reprezinta matricea t.e.m. ale laturilor;
[uj]lx1 — reprezintd matricea coloana a tensiunilor la bornele laturilor;
[Zj]lxl — reprezintd matricea operatorilor de impedanta proprii ai laturilor;
[ij]IXI — reprezintd matricea curentilor laturilor.

Matricea operatorilor de impedanta contine elemente supradiagonale sau subdiagonale
nenule daca laturile circuitului sunt cuplate magnetic.

2.2.1.4. A doua formulare matriceald a teoremei a 11-a a lui Kirchhoff

Inlocuind ecuatia matriceald Joubert in prima formulare a teoremei II Kirchhoff,
rezulta:
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o | o |
2.2 B Uy =2 B (21 —€) =0 (2.17)
m=1l j=1 m=l j=1
o | o | ]
2D By =2 2,21 =0 (2.18)
m=1 j=1 m=1 j=1
sau in forma matriceala:
[B]oxl[ej]lxl Z[B]oxl[z jj]lxl[i j]lxl (219)
Se noteaza: [B]oxl[ej]m:[es]ox1 — matricea surselor pe ochiurile independente

[B], [zl =[zmil ,,, — matricea operatorilor de impedanta ai laturilor

Se obtine a doua forma a teoremei a l1-a a lui Kirchhoff in exprimare matriceala scrisa
matematic astfel:

[e°]o =2 midosa [ 1 Jix1 (2.20)

2.2.2. Consecinte ale teoremelor Ui Kirchhoff si a relatiei fundamentale a teoriei
grafurilor
Numarul laturilor unui circuit notat | este compus din ramuri r, si jonctiuni b. Pentru
rezolvarea acestui circuit numarul ecuatiilor trebuie sa fie egal cu numarul necunoscutelor.
Sistemul de ecuatii ce reda solutiile circuitului se obtine din aplicarea teoremelor Kirchhoff.
Intrucat I=r,+b=(n-1)+D, iar T | K se aplicd nodurilor si T Il K se aplici pe ochiuri (bucle),
rezultd aplicarea de n-1 ori a teoremei I Kirchhoffside boria T Il K:
l=r,+b=(-1)+ b (2.21)

—
TIK TIHK

2.2.2.1. Curentii independenti ai unui circuit electric

Aplicarea T | K furnizeaza n-1 ecuatii nodale ce reprezinta relatii de dependenta intre
curentii celor | laturi ale unui circuit. Intrucat numarul ecuatiilor din circuit este |, iar n-1
curenti sunt dependenti, rezulta b curenti liniari independenti.

Orice circuit electric este caracterizat prin graful sau. Alegand un arbore, rezulta r,
=n-1 ramuri. Construindu-se ochiurile (buclele) i independente se obtine din graful circuitului
b subgrafuri de ochiuri parcurse de curenti independenti i  (curenti de ochiuri). Acesti curenti

de ochiuri pot fi determinati din b ecuatii de ochiuri din aplicarea T Il K, intrucat aceasta se
aplica pe ochiuri.

Curentii reali din laturile circuitului sunt combinatii liniare ale curentilor independenti
(ochiuri). Se considera ca circuitul electric analizat se compune din superpozitia topologica a
b circuite elementare. Se exemplifica circuitele elementare pe circuitul din fig. 2.6 a). In fig.
2.6 b) a fost trasat arborele circuitului, iar in fig. 2.6 c) subgraful ochiurilor independente.
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Curentii independenti din subgraful ochiurilor au sensul asociat de parcurgere al ochiului
conform figurii.

Fig. 2.6 a) Circuit electric, b) Arborele circuitului, ¢) Subgraful ochiurilor independente

Intrucat din superpozitia subgrafurilor ochiurilor se reconstituie circuitul electric,
rezulta faptul ca intensitatile curentilor reali din laturile circuitului sunt superpozitia curentilor
din ochiurile (buclele) independente:

I1:|m1"'im3 ] 1 0 1]

!2=_|m1 Ll |[-1 0 0 i

3 =0n, ~Im, | exprimat matricil S ?3 _ 1-10} i:1 (2.22)
iy |m2+im3 Iy 01 1}

I5=—im2 i 0-1 O I,

g =i, ol L0 0L

Astfel:
1. Curentul real din latura j este suma algebrica a curentilor din ochiurile carora latura j le
apartine.
2. Daca curentul de ochi (bucla) are sensul curentului real el se considerd pozitiv, altfel
negativ.
3. Intrucat graful se obtine din superpozitia ochiurilor (buclelor) elementare, rezulti relatia

de dependenta dintre curentii reali din latura si curentii independenti:

i = iim (2.23)

Zﬁiiiziiﬁiim sau matricial [ij]lxlz[B]fxv-[im]oxl (2.24)
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Consecinte:
1. Aplicarea intr-un circuit a teoremei | a lui Kirchhoff in exprimarea curentilor din laturi
functie de curentii independenti, conduce la:

[A](nfl)ﬂ [IJ ]le = [A](n—l)xl [B] }xv' [im]oxl =0 (225)
Intrucat curentii independenti sunt diferiti de zero [im]#0 rezulta:
[AllB]*=0 (2.26)

adica matricele topologice ale unui circuit sunt ortogonale.
2. Inlocuind curentii de contur in forma matriceald a teoremei a I1-a a lui Kirchhoff, rezulta
un sistem de b ecuatii cu b necunoscute. Solutionarea acestui sistem permite determinarea

curentilor independenti respectiv a curentilor din laturile circuitului:

[Blox [ij ] lxl[ij ] ba= [es]on
[ij ] IX1— [B](Ixo[im]oxl

(2.27)

Ecuatia matriceald a curentilor de contur este: [B],,, [z i ]M [B]olin ] = [es]oxl unde matricea:

[zmb]oxo=[B]OX|[z jj]IXI[B]}XV reprezintd matricea operatorilor de impedantd ale ochiurilor

independente. Scrierea dezvoltata a sistemelor ecuatiilor de ochiuri conduce la un sistem de b
ecuatii cu b necunoscute i, .
Zygiey, + Zighyy, o+ Zyghy, =€7

: : o
ot + Zopl, + oot Zpgly =6

(2.28)

s S
Zogi, + Zogh, + - Zogly, =€

Observayii:
Termenii din membrul drept de tip e; reprezinta suma t.e.m. intdlnite la parcurgerea
ochiului o.

Matricea operatorilor de impedantd ai ochiurilor este o matrice patraticd cu

dimensiunea 0xo si contine termeni de forma z, si z,,, .
Termenii de forma z_ din matricea operatorilor de impedan{a obtinuti la intersectia

liniei m cu coloana b reprezinta operatorii de impedantd comuni celor doua ochiuri si are

forma: .., = D _By;z;By unde:
j

> B . este coeficient al laturilor j ce apartin ochiului m.
mj
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> Z; este operatorul de impedanta al laturii j, laturd ce apartine atat ochiului m cat si
ochiului b.
> By; este coeficient al laturii j, ce apartine ochiului b.
Intrucat coeficientii ij si Bbj sunt ai matricii topologice [B] si indica apartenenta
laturii j la ochiul m si b, ei pot fi: +1, 0, -1 dupa cum latura orientata j apartine ochiului in
acelasi sens de parcurgere, nu apartine, sau aparfine ochiului dar are sens opus parcurgerii

acestuia.

In concluzie, operatorul de impedanta comun ochiurilor m si b poate fi:

>0, daca curentii ciclici parcurg latura j n acelasi sens

(B >0, By; >0)sau (B,,; >0, By,; >0);
Zop = Zijz].Bbj < 0, daca curentii ciclici parcurg latura j in sensuri opuse

j .
(Bmj <0, By; <0) sau (B,,; <0, By; <0);
0, daca intre cele doua ochiuri nu exista nicio laturd comuna

Daca intre laturile ce apartin ochiului m si laturile ce apartin ochiului b sunt cuplaje
magnetice, atunci operatorul de impedantd comun celor doua ochiuri contine si eventualele
cuplaje magnetice cu semnul operatorului de impedanta stabilit la cuplaje magnetice (functie
de bornele polarizate si sensul curentilor ciclici).

Termenii de forma z _ din matricea operatorilor de impedan{d reprezintd suma
operatorilor de impedanta intalniti la parcurgerea ochiului propriu m. Semnul acestuia este

Tntotdeauna pozitiv intrucat: z,, = Bz By = O Bz; >0
j j

Daca intre laturile ce apartin aceluiasi ochi (aceleiasi bucle) sunt cuplaje magnetice,
operatorul de impedanta al ochiului contine si cuplajele dintre laturile ce apartin aceluiasi
ochi. Semnul operatorului datorat cuplajului dintre laturile ce apartin aceluiasi ochi se
stabileste n functie de sensul de trecere al curentului de contur fata de bornele polarizate ale
elementelor de circuit.

2.2.2.2. Ecuatii nodale ale unui circuit electric (potentiale nodale)

Efectuand o analiza similara cu a curentilor de contur privind aplicarea teoremelor lui
Kirchhoff pentru rezolvarea unui circuit electric se constata ca aplicarea teoremei a Il-a a lui
Kirchhoff pe un circuit cu I laturi conduce la un sistem de b ecuatii de dependenta intre
tensiunile de la bornele laturilor. Intrucit numarul de tensiuni la bornele laturilor este I,
rezultd n-1 tensiuni independente.

Determinarea celor n-1 tensiuni independente se face pornind de la definitia tensiunii
la bornele unei laturi. Orice latura j este conectata intre doua noduri K si k+1 si in consecinta

tensiunea la bornele laturii poate fi scrisa ca diferentd de potentiale ale nodurilor.
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Fiecarui nod k (k=1,...,n) al circuitului electric i se asociaza un potential v, conform
definitiei potentialului. Alegerea nodului n de potential v ca nod de referintd nu modifica

tensiunile la bornele laturilor:
Ve =V =Vo, Vi =V —V,, etC. (2.29)

Tensiunea unei laturi j, definita ca diferenta de potential a nodurilor de conectare, este
independenta de alegerea potentialului de referinta (v_ sau punctul de la o):

Vj :Vk _Vk+1 :(VII< +Vn) _(VII<+1 +Vn) :VII< +VII<+1 (230)

In consecintd, n-1 potentiale atasate nodurilor circuitului sunt independente, iar cu
ajutorul lor se pot determina tensiunile la bornele tuturor laturilor.

Se va exemplifica aceasta constatare pe circuitul din fig. 2.7. Definind fiecarui nod A,
B, C, D potentialele v ,, v, Ver Vi, tensiunile la bornele laturilor sunt redate in fig. 2.7:

Vi =Va—Vg - 4 - _

U 1-1. 0 0|
Y2 =¥V u| | 1 0 0-1/|Y%
Vs =Vs Vo ,__exprimat matricial Us _ 0 1 0-1 ] Vg (2 31)
Vg =V — V¢ u, 0 1-10 Ve '
Vs =Vp — V¢ Ug 0 0-11 Vp

u| |-1 0 1 0]
Vg =Ve —V, L ]

1n final rezultand:
[uj]m =[A0]}xn [Vk]nxl (232)
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Alegerea unui nod de potential dat ca nod de referinta implica suprimarea unei coloane
din matricea de incidentd a laturilor la noduri. Rezulta astfel relatia de dependenta dintre
tensiunile la bornele laturilor j si potentialele celor n-1 noduri:

;] = (AL s Midoae (2.33)

Rezolvarea unui circuit electric ce contine | laturi implica aplicarea T | K de n-1 ori si
a teoremei T Il K de b ori rezolvare posibila daca intre tensiunile la bornele laturilor si

curentii din laturi este stabilitd dependenta prin ecuatia Joubert:

[A ][ij]:o

B Ju,]=0 (2.34)
[ej]"'[uj]:[zj][ij]

Utilizarea variabilelor auxiliare v, in rezolvarea sistemului de ecuatii reduce numérul

de ccuatii al sistemului la n-1 ecuatii nodale intrucat [B J[u,]=[B A ] [v] =0, cu [y, ]= 0

implica [B JJA | =0. inmultind la stinga ecuatia Joubert matriceals cu matricea |z, |*

rezulta:

[Zj}l[ej]““[zj}l[A ]t il = [ij] (2.35)

Notand cu:

- [Z j ]_1: [y] matricea operatorilor de admitanta;

- [y j]m [e j]m = [igj ]lxl matricea injectiilor de curent ale laturilor circuitului;
ecuatia matriceald a nodurilor devine:

(Al [ig j ],Xl +[AL Y [y [Al oy =0 sau [Ally; JIAT v ]=—[A] [ig j ] (2.36)
Noténd cu:

- [Alnpx [yj ]le (Al = [ykvs](n—l)x(n—l) matricea admitantelor nodurilor;

. s o . o .
- [A](n—l)xl [Igj ]le = [I o ](n_l)xl matricea injectiilor de curent sau matricea curentilor injectafi de

surse n noduri, rezulta ecuatia matriceala a nodurilor:

S

[yk,s ](n—l)x(n—l) [Vk ](n—l)xl = _[igk ](n—l)xl (237)

Consecinte:
1. Ecuatia Joubert a unei laturi exprima dependenta tensiunii de la bornele laturii de t.e.m.

din latura si caderea de tensiune de pe latura: e+us= Zjij.
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Aplicand teorema de echivalenta a surselor reale de tensiune in surse reale de curent
fig. 2.8 se poate defini ecuatia Joubert in functie de curent.

7 |
z % . i
j C i o—[—J<e—o
8 e
Y 0
% z

i
Fig. 2.8 Echivalenta surselor reale de tensiune n surse reale de curent

D
<

_ - ] ] _ s -
e +U; =z;ij, Z—+Z—_|j, Ij = yjuj+ig, (2.38)
i i

Unde 2.38 este ecuatia Joubert in functie de tensiune si ecuatia Joubert in curent.

Formele matriceale ale celor doua ecuatii pentru un circuit cu | laturi sunt:

- [e i ]le[u i ]le = [z i ]M [i i ]Ix , este ecuatia matriceald Joubert in tensiune;

- [i i ]le = [y i ]M [u i ]le + [igj ]le este ecuatia matriceald Joubert in curent.

2. Intre matricea operatorilor de impedant ai laturilor si matricea operatorilor de admitanta

ai laturilor exista relatia:

[Zj]m [yj]|x| =1 (239)

3. Matricele topologice ale circuitului sunt ortogonale: [B][A]' =0

(B]laT) ~[e]'[A]-o0 (2.40)
4. Scrierea dezvoltata a sistemului de ecuatii nodale conduce la:

HE
YuVi+ YV +.oo+ Y g Vng = g,

YarVi + YooVa + oo F Yoy Vs =i, (2.41)

S
YinuiViy T You2Ve T -t YiymgVnr = g,

ceea ce evidentiaza ca:

» termenii din membrul drept reprezintd suma curentilor de scurtcircuit ce alimenteaza
nodul k. Curentul de scurtcircuit al unei laturi reprezinta curentul ce trece prin latura,
ca rezultat al decuplarii acesteia din circuit §i scurtcircuitarii capetelor laturii (aducerii
n contact al nodurilor).

> termenii de forma y, din matricea operatorilor de admitantd reprezintd operatorii de

admitanta ai laturilor comune nodurilor K si $ si are forma:
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Yis zzakjyjasj (2.42)
i

unde: a,; este coeficientul de incidenta al laturii j la nodul k;

Y, este operator de admitanta al laturii j;

ag este coeficient de incidenta al laturii j la nodul s.

Tntrucat Y, este operatorul laturii ce conecteazd nodurile K si s, iar curentul printr-o
laturd nu se schimba de sens, rezulta ca y,, = Zakjy joy <0. Termenii de formay,, reprezinta
i
suma operatorilor de admitantd ai laturilor ce converg in nodul k. Conform relatici

Vi = Zakj yjog = Zaﬁj y; >0 acesti termeni sunt intotdeauna pozitivi.
i i
In cazul existentei cuplajelor magnetice intre laturile unui circuit aplicarea metodei

potentialelor nodale este dificild din cauza semnului cuplajului in expresia termenilor y, . de

admitanta dintre noduri.

Observatii.

Sistemul ecuatiilor de ochiuri rezulta din aplicarea teoremei a ll-a alui Kirchhoff pe
ochiurile independente ale unui circuit. Tntrucat in formularea T 1l K intervin numai tensiuni
(tensiuni la borne, t.e.m., caderi de tensiuni) aplicarea metodei curentilor de contur in circuite
ce contin surse de curent se face numai dupa echivalenta acestora cu surse de tensiune. Daca
sursele de curent sunt ideale graful circuitului degenereaza.

Sistemul ecuatiilor nodale rezulta din aplicarea teoremei | a lui Kirchhoff in cele (n-1)
noduri ale circuitului. Tn formularea teoremei | a lui Kirchhoff intervin numai curentii din
laturile circuitului, motiv pentru care sursele de tensiune se vor echivala cu surse ce curent. In
circuitele ce prezinta surse ideale de tensiune sistemul ecuatiilor nodale isi reduce numarul de
ecuatii.

In circuitele ce contin surse comandate pentru rezolvarea circuitului, indiferent de
metoda abordata, sistemul de ecuatii trebuie completat cu relatiile de dependenta introduse de
sursele comandate.

2.3. Tehnica analizei in curent. Metoda curentilor de contur

2.3.1. Analiza in curent utilizand teoremele lui Kirchhoff

Aceasta analiza presupune asocierea variabilelor in intreg circuitul a curengilor din

1o, ey

» utilizarea sistemelor de ecuatii rezultat din aplicarea teoremelor lui Kirchhoff;

» rezolvarea sistemului de ecuatii al curentilor independenti.
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In primul caz, sistemul matricial al ecuatiilor este:

[A](n—l)xl [i i ]M =0 (2.43)

Blolz;]li;] . = [Bloale;] (2.44)

Se exemplifica metoda pe circuitul din fig. 2.9.

20 40
e——
1V 6Q 7V
| | |
e— he——
10Q 8Q

(@) —
4_ |
\_/ 1Q
15V

Fig. 2.9 Schema circuitului propus analizei

Pentru rezolvarea circuitului se alege un sens arbitrar pentru curentii din laturi
respectand indicatiile din § 2.2.
» se asociaza fiecarei laturi regula de la receptoare;
» se identifica si numeroteaza fiecare latura a circuitulut;
» se identificd numarul de noduri ale circuitului, alegand un nod de referinta.

Dupa parcurgerea acestor etape circuitul devine ca cel din fig. 2.10:

i  R=20 R=4Q |

— 3
e2—15 \Y

Fig. 2.10 Circuit electric

Se traseazd in continuare graful orientat al circuitului alegdnd arborele (4, 5, 6) si
construind ochiurile (buclele) independente, fig. 2.11.
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Fig. 2.11 Graful circuitului electric

noduri 4 1 2 3 45 6 <« laturi
Al [-1 -1 0 10 0

[Al,; =B 1 0 -1 01 0
C 0 1 1 00 -1

ochiurid 1 2 3 4 5 6 <«laturi
I f1 o 0 1 -1 0
[Blig=1| |0 -1 0 -1 0 -1
m {o o 1 0 1 1 (2.45)
laturiy 1 2 3 4 5 6 <« laturi
1/ [2 00 0 0 0] 1]
2/ (040 00 0 7
[] :3 001 0O0 0] [e] 215
Usx6 4/ 10O O 6 0 O] ' Hea 10
510 00 010 0 0
6/ 000 0 0 8] 0 |

Matricea impedantelor ochiurilor este:

2 0 0 6 -10 0
t]  =[Bllz,] . =[]0 -4 o -6 0o -8 (2.46)
0 0 1 0 10 8

iar matricea surselor este:
1

[e? ]3x1 = [B]Bxﬁ[ej ]le =|=7 (247)
15

Indicele inferior al matricii indicd dimensiunea acesteia (linii x coloane). Spre exemplificare,

matricea [z_] are 3 linii si 6 coloane.
mj3x6
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Inlocuind in ecuatia matriceald a teoremelor lui Kirchhoff si rezolvand, se obtin
curentii din laturi: i1:1,5 A, i2= -1A, i3=2A, i4:0,5A, i5:—0,5A, i6=1A. Semnul minus al
curentilor i, i I, aratd faptul cd acestia au sens opus fafa de cel adoptat.

Consecintele analizei in curent la rezolvarea circuitelor prin utilizarea teoremelor lui
Kirchhoff sunt:

Ecuatia matriceala:

[ki ]le [ij]m = [S]le (2.48)
Contine: [ki]lxl —matricea parametrilor circuitului;

[i ] —matricea necunoscutelor;
Jixa

[S]m —matricea surselor.

Solutia ecuatiei matriceale este:
[ij ]le = [kl ]Til [S]le (2.49)

Daca circuitul contine surse de tensiune si de curent, din cele | necunoscute ale
circuitului, numai I-1. reprezinta curenti prin laturile circuitului intrucat I. curenti ai surselor de

curent sunt cunoscuti.

Necunoscutele sistemului de ecuatii sunt, in acest caz I-l. curenti si I tensiuni la

bornele generatoarelor de curent. Sistemul matriceal al ecuatiilor circuitului se obtin prin
evidentierea in teoremele lui Kirchhoff a laturilor ce contin surse de curent.

Astfel, presupunand I, laturile ce congin surse de curent in graful asociat circuitului,

aceste laturi nu intervin intrucat impedanta interna a surselor de curent este infinitd. Notand
[A,] matricea de incidentd a celor I-1. laturi la nodurile circuitului, respectiv [B,] matricea de

apartenenta a laturilor la ochiurile (buclele) independente, dimensiunile acestor matrici sunt:

[Ai] (-D)x(1-) respectiv [Bl] ox(1-k) (2.50)

Aceste matrici sunt denumite matrici reduse de incidentd a laturilor la noduri, respectiv de
apartenentd a laturilor la ochiuri.

Se evidenticazd 1n matricea circuitului de incidenta a laturilor la noduri, matricea
redusa presupunand ca laturile ce contin surse de curent au fost ultimele numerotate.

nodurid 1---1—-1, I, « laturi

(2.51)
[Ai](n—l)xlz | [Ai : Az]

unde:
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1 - I-1, «laturi
1
[Ai ] = 0'kj
n-1
(2.52)
1 .- |, « laturicu surse de curent
1
[Az ] = Oy
n-1
Cu aceste notatii teorema I a lui Kirchhoff in forma matriceald devine:
i
[Al](n—l)xl [i]lxl = [AiAZ] AN [Ai](n—l)x(l—li)[ij ](lei)xl + [Az ](n—l)xli [igj ],ixl (2-53)

Igj

unde s-au evidentiat curentii necunoscuti ij prin laturile cu impedante si curentii injectati din
laturile 1. Grupand termenii necunoscufi si cunoscufi in ecuatia matriceald de mai sus, se

obtine pentru teorema I a lui Kirchhoff expresia:
INNESIN (Y (254)

Procedand similar in constructia matricii de apartenentd a laturilor la ochiuri pentru
ntreg circuitul, se obtine:

ochiurid 1---1-1; |; « laturi 07l 1 055
BlL.= | [B ¢ B] respectiv [ulpa =| - |1 -1; '

Teorema a ll-a a lui Kirchhoff are, Tn acest caz, forma:

[B][u]= [Bl]ox(l—li) [uj ](I_Ii)X1 +[B, ]oxli [ui]lixl =0 (2.56)

Rezolvarea circuitului implicd cuplarea ecuatiilor matriceale rezultate din:

> teorema | a lui Kirchhoff: [Ai][ij]z—[Az][igj]
> teoremaa Il-a a lui Kirchhoff: [B,][u; ]+ [B,][u]=0
» ecuatia Joubert: [e;1+[u;]1=[z;][i;]

Grupand ecuatiile matriceale si separand termenii necunoscufi dupa inlocuirea ecuatiei
Joubert in teorema a I1-a a lui Kirchhoff, va rezulta sistemul matriceal:
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= =% (2.57)

2.3.2. Metoda curentilor de contur

2.3.2.1. Circuite cu surse reale

Analiza in curent, din prezentarea facutd la punctul 2.3.1., se bazeaza pe aplicarea
teoremelor lui Kirchhoff. Aceasta tehnica conduce la rezolvarea unui sistem de ecuatii egal cu
numarul laturilor unui circuit electric.

O reducere semnificativa a sistemului de ecuatii, respectiv a timpului de calcul se
obtine prin utilizarea ecuatiilor curentilor de contur. Metoda de rezolvare implica inlocuirea
variabilelor reale (curentii din laturi) cu variabilele independente (curentii de ochi /bucla,
independenti sau de contur).

Analiza circuitelor prin curentii de contur indicd o descompunere topologica a
circuitelor complicate in circuite simple numite ochiuri (bucle) din a caror reunire sa
reconstituie circuitul initial.

Sistemul matriceal al ecuatiilor curentilor de contur conduce la rezolvarea a b ecuatii
de ochiuri (bucle) de forma:

Lyl +Zpglyy ot 2yl = Z(:)ej
je(@

Lot 2ol oot Zpgly = Zei
i) (2.58)

Zoglm, + Zogly, +ooet Zogly = Zej
ig(0)

unde: z,,- suma operatorilor de impedanta intdlniti la parcurgerea ochiului (1);

Ze j — suma algebrica a t.e.m. a surselor intalnite la parcurgerea ochiului (1);

2, — suma operatorilor de impedanta ai laturilor ce apartin atat ochiului (1)
cat si ochiului (2). Semnul operatorului poate fi pozitiv sau negativ,
dupa cum curentii de contur parcurg latura comuna ochiurilor, in acelasi
Sens sau in sensuri opuse.

Intrucat in scrierea directd a ecuatiilor de ochiuri intervin caderile de tensiune pe
elementele de circuit si t.e.m. ale surselor, sursele de curent trebuiesc transformate in surse de
tensiune, fig. 2.12 a). Pentru aplicarea metodei curentilor de contur, se echivaleaza sursa reala
de curent cu sursa reald de tensiune. Dupd aplicarea teoremei de echivalentd a surselor,
circuitul devine ca in fig. 2.12 b).
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ig:SA R1:2£2 De3:10V
_____________________________ a)
e2:6V
Dezzlov
R =2Q
b)

Fig. 2.12 a) Circuitul electric initial;
b) Circuitul electric dupa transformarea sursei de curent in sursa de tensiune

Circuitul obtinut contine 3 laturi si doud noduri. Asociind sensuri de trecere a
curentilor prin laturile circuitului, se poate trasa graful orientat al circuitului, respectiv buclele
(ochiurile) independente, fig. 2.13.

R =2Q
1

Fig. 2.13 Circuitul electric final

Identificind operatorii de impedantda ai sistemului ecuatiilor de contur se obtine
ZM:ZQ, 212:1Q, 222:39 si ilziml, i2:im2, i3:im1+im2. Rezulta astfel urmatorul sistem de ecuatii
de solutionat:

3iy, +1i, =8

2.
1i, +4i, =10 (2:59)

O altd metoda de rezolvare a circuitului presupune determinarea grafului orientat al

circuitului, avand in vedere ca in graful asociat sursele de tensiune se inlocuiesc prin
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scurtcircuite (daca sunt surse ideale), iar sursele de curent prin rezistentd infinitd (borne in

gol), fig. 2.14. Prin aceasta metoda se obtin buclele (ochiurile) independente ale circuitului.

e 2:2V

A\
A

- S

a) b)

Fig. 2.14 a) Circuitul electric si b) graful asociat

Graful unui circuit electric ce confine sursa de curent se reduce. Graful permite
determinarea buclelor (ochiurilor) independente necunoscute. Reducerea numarului laturilor
circuitului este evidenta prin echivalenta sursei de curent in sursa de tensiune.

Intrucat circuitul real nu poate fi reconstituit din curentii de bucld (ochi) ai grafului
rezultd ca circuitul real mai contine un curent de bucla (ochi) cunoscut, curent impus de sursa
de curent daca ea ar actiona singura pe acel contur.

Circuitul real este format din trei bucle (ochiuri) parcurse de curentii necunoscuti im, $i

im, si cunoscut (impus de sursa de curent) im,=ig=3A, fig. 2.15.

e 2:2V _

Fig. 2.15 a) Circuitul electric initial; b) Circuitul real este format din trei bucle

Sistemul ecuatiilor de ochiuri este, in acest caz, urmatorul:
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() @+Diy, +1iy, +(-2)iy =2 3i,, +1i, =8
an i, +@+i, +(0)j, =10 = 1i, +4i, =10 (2.60)
iy, =i =3A iy, =i =3A

Ori de cate ori intr-un circuit electric debiteaza o sursa de curent, se construieste o
bucla (un ochi) ce va contine numai aceasta sursa. Curentul din aceasta bucla (acest ochi), este
cunoscut fiind impus de sursa de curent. Graful asociat circuitului permite determinarea

celorlalfi curenti independenti (necunoscuti) ai circuitului.

2.3.2.2. Circuite cu surse ideale de curent

Se considera circuitul din fig. 2.16 ce contine pe una din laturi o sursa ideald de curent.
Rezolvarea acestui circuit prin metoda curentilor de contur presupune determinarea buclelor
(ochiurilor) independente pentru care sia se scrie ecuatiile de ochiuri (bucle). Analiza
topologica a circuitului indica: 1=6, n=4, o=(l-n)+1=(6-4)+1=3.

R,=2Q i

Fig. 2.16 Circuit electric

Tntrucét graful asociat circuitului fig. 2.17 a) nu contine latura sursei de curent, rezulta
ca pentru reconstituirea circuitului real, sursa de curent debiteaza pe o bucla independentd (un
ochi independent). Graful orientat admite doua bucle (ochiuri) independente.

RZZZQ
g [ | p— |
> Ll Le—
— R.=5Q ﬁ\
i > 3 /
@ » my
< 1

Iml Y e1:8 \ <+> / R4:3Q R =40
<

a) b)

Fig. 2.17 a) Graful asociat si b) Reconstruirea circuitul real

Sistemul ecuatiilor de ochiuri (bucle) contine doi curenti independenti necunoscuti im,
$i im,. Pentru curentul i, se aleg buclele independente astfel incat generatorul ideal de curent

sa fie incident unei singure bucle, iar curentul independent este impus de sursa de curent
im;=3A. Tn aceste conditii se obtine sistemul de ecuatii al circuitului:
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() (Ry+Ry)in —(Ry +Ry)in, —(Ry)ip, =8 8i, —8i, =17
() =(Rg +Ry) iy, +(Ry +Rs + R, + Ry) iy, + (R, + Ry)iy,, =0 =< -8i, +14i, =-21 (2.61)
i, =iy =3A i, =i, =3A

iar relatiile intre curentii independenti si curentii reali sunt: I =im,=1,46A; i,=in,=—0,46A;
|3:|m1—|m2:2,12A; i :|m1—|m2—|m3:—0,88A; i :|m2—|m3:2,34A; |g:|5—|2:3A.
Deci in cazul in care in circuit existd o sursa independenta de curent sistemul ecuatiilor

de ochiuri se reduce.

2.3.2.3. Circuite cu surse dependente de curent

Sursele dependente pot fi de tensiune sau de curent cu control in tensiune sau curent.
Analiza circuitelor prin metoda curentilor de contur aplicandu-se pe ochiuri, prezenta surselor
dependente de tensiune cu control in curent sau tensiune nu ridicd probleme in scrierea
ecuatiilor de ochiuri.

Intrucat sistemul ecuatiilor de ochiuri are dimensiunea egald cu numirul de ochiuri
independente, iar sursa dependentd introduce o necunoscuta (marimea prin care este
controlata sursa), pentru rezolvare sistemul trebuie completat cu relatia de dependenta a sursei
controlate.

Se evidenticaza modul de tratare al sursei dependente in scrierea sistemului de ecuatii
al curentilor de contur pe circuitul din fig. 2.18.

R,=16Q R,=3Q .
i
1 2
~—~7
Ux R,=8Q
/i i
e,=2V <+> my my \<+>e2:8v
2ux
| |
he— he——
R,=4Q R5:1£2

Fig. 2.18 Circuit electric

Analiza topologica a circuitului indicd: 1=3, n=2, 0=(I-n)+1=(3-2)+1=2. In ecuatiile
ochiurilor sursa dependenta se trateaza ca pe o sursd independenta, iar apoi se scrie ecuatia de

dependenta. Pentru circuitul analizat se obtine sistemul de ecuatii:

() 2-2v,=(16+8+4)i, +8i, [(1) 2-32i, =28i, +8i,
(I) 8-2v, =8, +(3+8+Di, ={(I) 8-32i, =8, +12i, =
v, =16i, =16, v, =16i, =16i,,
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O sursda dependentd conduce la cresterea numarului de necunoscute si implicit a
numarului de ecuatii pentru solutionarea circuitului, de aceea in scrierea sistemului ecuatiilor
de ochiuri sursa dependenta este tratata ca o sursa de t.e.m. cu valoare cunoscuta (ex: 2Vy),
urmand ca apoi sa-1 fie redata dependenta printr-o ecuatie suplimentara.

In circuitele ce contin surse de curent controlate in curent sau tensiune, tehnica
rezolvarii este similard celei prezentate mai sus. In principiu, aceasti tehnici presupune
evitarea laturii sursei de curent. In acest caz graful asociat circuitului degenereazi, iar

sistemul ecuatiilor de ochiuri isi1 reduce ordinul.

Fig. 2.19 Circuit electric

Pentru circuitul analizat din fig. 2.19 se obtine sistemul de ecuatii:

(1) 6=(2+3)i,, +0i, —3i,, 6="5i, —3i,, in, =3A
(I 6=0i, +(G+4i, +5, =16=9, +5i, =i, =-1A (2.63)
im, =151, Iy =i +ip i, =—3in, i, =3A

Prezenta sursei de curent reduce numarul ecuatiilor de ochiuri, dar dependenta sursei
introduce o ecuatie suplimentard. Sursa dependentd a fost tratatd in rezolvarea problemei ca o
sursa independenta, dupa care sistemul ecuatiilor a fost completat cu relatia de dependenta
introdusa de sursa.

2.4. Tehnica analizei in tensiune a circuitelor electrice
Acest tip de analizd presupune asocierea variabilelor independente pe intreg circuitul,
a tensiunilor de la bornele laturilor. Cunoasterea acestor tensiuni conduce la determinarea

curentilor din laturile circuitului, din ecuatia Joubert in curent. Analiza in tensiune a

circuitelor se poate face din sistemul ecuatiilor Kirchhoff sau cu ecuatiile nodale.
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2.4.1. Analiza in tensiune utilizand teoremele lui Kirchhoff

Sistemul matriceal al teoremelor lui Kirchhoff pentru un circuit cu I laturi conduce la
un sistem de | ecuatii cu n-1 necunoscute furnizate de T | K si b necunoscute furnizate de T II
K.

Utilizarea ecuatiei Joubert matriceala in curent

[ij]m = [y,—,—],xl [Uj].xl + [isj ]m (2.64)

in T I K conduce la un sistem de ecuatii cu | tensiuni necunoscute la bornele laturilor j
necunoscute. Sistemul matriceal al analizei in tensiune este:

[A] (n=1)xl [yjj ]|X| [uj ]le = [A](nfl)xl [i Sk ]le = [i Sk ](nfl)xl

[B]oxl [Uj ],Xl =0 (269)

Notand:
[ykj ](n—l)xl = [A](n—l)xl [yll ]le (266)

matricea operatorilor de admitantd ai laturilor j conectate in nodurile k, rezulta ecuatia

matriceala:
[ku ]le [uj ],Xl = [Su]lxl (2.67)

Contine: [ku]lxl —matricea parametrilor circuitului;

[u ] — matricea necunoscutelor;
j Ix1

[S']m —matricea surselor.

Deoarece analiza in tensiune cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff nu reduce numarul
ecuatiilor si implicit al necunoscutelor, nu se insistd in prezentarea rezolvarii acestei metode.

Ea se preteaza numai in rezolvarea numerica.

2.4.2. Metoda potentialelor nodale

2.4.2.1. Circuite cu surse reale

Metoda potentialelor nodale de analiza a circuitelor electrice presupune inlocuirea
variabilelor reale cu variabilele auxiliare (independente), care sunt potentialele atasate
nodurilor. Sistemul ecuatiilor nodale conduce la rezolvarea a n-1 ecuatii obginute prin
aplicarea teoremei | a lui Kirchhoff.

Intrucat ecuatiile nodale sunt obtinute din T | K rezultd ca forma directd de scriere a

sistemului ecuatiilor nodale este folositd numai in circuitele ce contin surse de curent. Daca
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circuitul confine surse de tensiune, acestea vor fi transformate prin teoremele de echivalenta
n surse de curent.

Sistemul ecuatiilor de ochiuri in forma directa este:

.S
YV + YoVo +oF YnaVea = _Zlgl
je@
.S
Yo Vi +YVy .+ YoV :_Zlgz
je(®) (2.68)

_ iS
Y+ YiaVo Fe YV =— § Iy,
je(®

unde: y; — suma operatorilor de admitanta ai laturilor conectate in nodul 1
Y12 — suma operatorilor de admitanta ai laturilor ce leaga nodurile 1 si 2
_ Z i — suma curentilor de scurtcircuit ce alimenteazd nodul 1 sau suma
&% surselor de curent ce alimenteaza nodul 1.

In circuitul din fig. 2.20 sunt cunoscute sursele si parametrii circuitului. Se doreste si
se determine potentialele nodurilor, respectiv tensiunile la bornele laturilor.

R =20 1,.=5A

Fig. 2.20 Circuit electric

Analiza topologica a circuitului indica: 1=5, n=3, o=(I-n)+1=(5-3)+1=3. Se identifica

daca sursele de tensiune pot fi transformate in surse de curent. Circuitul obfinut este redat in

fig. 2.21.
i |
20 i91:5A

Se atageaza fiecdrui nod k un potential v, (nodul 1 potentialul v, si nodul 2 potentialul

Fig. 2.21 Circuit electric

V,) si se alege un nod de referin{a cu potential identic nul (nodul 3 cu potential v,=0). Daca
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sursele de tensiune pot fi transformate in surse de curent, se aplica in forma directa ecuatiile

nodale atasate nodurilor 1 si 2.

s
YuVi — YV :_Z:'gl

A (2.69)
—YaVi + ¥V, :_Z'gz
i<2)
unde: yy — suma conductantelor laturilor in nodul 1
Yio — suma conductantelor laturilor dintre nodurile 1 si 2

Identificand operatorii de admitan{a se obtine:

il 1., 1,11
n=ot s y12—4, y22—3 6 2’
< 9 (2.70)
Z'gl =5 Z'gz =§;
je@) (2
Sistemul ecuatiilor nodale atasat circuitului este:
1 1 1
E"‘Z Vio — 1 Va =—5
(2.71)

1 1 1 1
- Zv10+ §+€+Z Vyo =3

Rezolvat prin eliminare gaussiand admite solutiile: v, =—6V, v, =2V.

2.4.2.2. Circuite cu surse ideale

Deoarece sistemul ecuatiilor nodale se obtine din aplicarea teoremei | a lui Kirchhoff,
existenta sursei ideale de curent in circuitul analizat nu creeaza probleme de aplicare a
metodei potentialelor nodale. Sursa de tensiune ideala intr-un astfel de circuit, pentru
neinigiati, poate constitui un obstacol.

O aprofundare a rolului si functiondrii acestei surse constituie un prim pas in depdsirea
acestui obstacol. Al doilea pas in rezolvarea problemei de analiza il constituie aprofundarea
metodei potentialelor nodale, si anume trebuie refinutd idea ca metoda provine din aplicarea
teoremei | a lui Kirchhoff in cele n-1 noduri ale circuitului. Sursa ideala de tensiune, conform
celor expuse in capitolul 1, are proprietatea ca debiteaza t.e.m. indiferent de incarcare
(curent). In consecinta, t.e.m. a acestei surse este impusa. Intrucat sursa este conectata la doud
noduri, potentialele atasate acestor noduri sunt dependente, relatia de dependentd dintre ele
este data de t.e.m. a sursei ideale. Exemplificarea se realizeaza pe circuitul din fig. 2.22:

Ecuatia Joubert in tensiune a laturii 6 este:
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=4

Fig. 2.22 Circuit electric

e, +Ug = Zgig, CU =0, = e +V,-V3=0 = es+V,=v;=8+v, (2.72)

Daca acest circuit este pasivizat, nodurile 2 si 3 constituie un singur nod fictiv.
Aplicarea metodei de scriere directd a sistemului de ecuatii nodale nu este posibild, deoarece
admitanta laturii 6 este infinita. Alegand nodul 4 de potential zero rezulta, din analiza
topologica a circuitului numarul de noduri in care se aplica teorema I a lui Kirchhoff este n-1
=3. Tntrucét prin pasivizare se obtine un nod fictiv intre nodurile 2 si 3 (o laturd cu impedanti
nuld), aplicand teoremei | a lui Kirchhoff in nodurile:

® i+i,-i,=0
(2) i, —ig=lig = i, —ig=is+i, =0 (2.73)
Q) ig=is +i4

Cu alte cuvinte se considera nodul 2 suprapus nodului 3 si se scrie teorema | a lui

Kirchhoff. Se explica in sistemul de ecuatii al circuitului, curentii din laturi prin ecuatia
Joubert (numai pentru laturile ce contin operatori de impedanta (laturile 2, 3, 4, 5)):

Vig —Vy =2I,

V,, —0=3i, (2.74)
Vgp — Vi =24
Vg — 0=10i

In plus daci se tine cont de relatia de dependenti introdusa intre potentiale de sursa
ideala de t.e.m. v,=8+v,  si inlocuind in T | K se obtine un sistem de 2 ecuatii cu
necunoscutele (v, si v,,). Deci, prezenta unei surse ideale de tensiune intr-un circuit electric
reduce numarul potentialelor necunoscute si implicit a ecuatiilor nodale, iar potentialele
nodurilor la care se conecteaza sursa ideala de tensiune pot fi cunoscute daca unul din noduri
este ales ca nod de referinta.

2.4.2.3. Circuite cu surse dependente
Sursele de curent controlate in curent sau tensiune nu ridicd probleme in rezolvarea

nodali a circuitelor. Ele sunt tratate in scrierea teoremei | a lui Kirchhoff ca surse de curent
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independente, urmand a completa sistemul ecuatiilor nodale cu relatiile de dependenta
introduse de surse.

a. Circuite ce contin surse de curent comandate n tensiune (VCCS)
Se da circuitul din fig. 2.23 in care se determina potentialele nodurilor. Analiza
topologica indica: 1=6, n=4, o=(I-n)+1=3.

=

Fig. 2.23 Circuit electric

Se impune potential de referintd v, in nodul 4. Ecuatia Joubert a laturii 6 ce contine
sursa ideala de tensiune conduce la: 5+0-v, =0=V, =5, potential impus de sursa independenta
de tensiune. Pentru rezolvarea circuitului prin potentiale nodale se aplica teorema | a lui

Kirchhoff in nodurile necunoscute (v, siV,).

@ —iy+i, —is =0
@) i +i,+i,=0 (2.75)
i, =2v, =2(Li,)=2v,, =2(v, —V,)

Din ecuatiile Joubert ale laturilor ce contin operatori de admitantd (conductantd) se
determina curentii functie de potentiale astfel:

i _ Vyo Vg , i _ Vo =V
2= 4 0 k=T
(2.76)
i _ Vig =V . i _ V3p —Vyg
4= 0 BT
Vio =Vo0 Vo , Vio =Vao _
3 1t 35 0 11 1 1 5
STV | 2 vy ==
Voo —Vay  Voy —V 31 2)% \3)%* 2
2 Voo Vo~V _py 2.77)
4 3 —1+2v+1+£v—E
Vg =5 3 wt 3T, Ve =y

In final se obtine sistemul de ecuatii care admite solutiile v,=6,43V, v, =27,86V.
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b. Circuite ce contin surse de tensiune comandate in curent (CCVS)

Se da circuitul din fig. 2.24 in care se determina potentialele nodurilor.

R,=3Q
1
il >
|
e =12V igZ:4ixA
VlO
=2
Fig. 2.24 Circuit electric
Aplicand teorema | a lui Kirchhoff in nodul 1 va rezulta:
—ip—i, +i;=0
il:12—v10 Vig —12+v10—4iX 1320
3 - | 3 2 (2.78)
4i, — vy, . 12-vy
|2 :T IX = 1 :T
i;3=3

Sistemul de ecuatii este echivalent cu cel obtinut prin aplicarea directd a metodei
potentialelor nodale tratand sursa de tensiune dependenta ca o sursa reala de tensiune.

1 1 12 4i,
§+E V10:?_3+ 2
(2.79)
i 12-vy,
3

Solutia sistemului de ecuatii este: v1:10,20V, iX:0,6A.

. Circuite ce contin surse de tensiune comandate in tensiune (VCVS)

Prin acest exemplu se evidentieazd analiza prin metoda potentialelor nodale a
circuitelor ce contin surse ideale de tensiune comandate in tensiune. Se da circuitul din fig.
2.251n care se determina potentialele nodurilor.

Intrucat circuitul contine o sursa ideala de tensiune potentialul v, este impus de aceasta
V,=2v.. Pentru rezolvarea circuitului se presupune cunoscut acest potential in scrierea

ecuatiilor nodale. Aplicarea teorema I a lui Kirchhoff in nodul 1 si 2 determina:

- +i,+i;=0
—iy—i, +i; =0 (2.80)
2V, =2V,
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e 6:2vx Vv

=

Fig. 2.25 Circuit electric

echivalent cu:

1 11 2V,

_€V10+ Z+€ VZO :2+ 4

1 1 1 1 2V

St Vg — =V =—2 2.81
343+ o313 (281)
Vx:\llO

Tratarea sursei dependente ca o sursa independenta conduce la reducerea sistemului de
ecuatii nodale. Teorema I a lui Kirchhoff se aplica numai in nodurile la care nu se conecteaza
sursele ideale de tensiune. Ecuatiile nodale pentru a fi rezolvate trebuiesc completate cu
relatiile de dependenta impuse de sursele comandate.

2.5. Analiza circuitelor electrice utilizand principiul superpozitiei

Principiul superpozitiei este larg folosit In explicarea fenomenelor fizice complicate.
El presupune descompunerea fenomenului intr-o suma de fenomene simple. Acest principiu a
fost utilizat si in analiza circuitelor prin metoda curentilor de contur. Superpozitia folosita a
fost una topologica unde circuitul este o superpozitie a buclelor (ochiurilor) independente,
elementele de circuit apartinind mai multor bucle. Superpozitia buclelor independente
reconstituie circuitul analizat.

In electrotehnica, principiul superpozitiei se aplic si in cazul excitatiilor (surselor)
pastrand topologia circuitului. Principiul superpozitiei are urmatoarea formulare ,raspunsul
stabilit de generatoare intr-o retea liniara este egal cu suma raspunsurilor stabilite de fiecare
generator dacd ar actiona singur in retea”.

Practic pentru o retea ce contine mai multe surse, raspunsul pe o latura pasiva este egal
cu suma raspunsurilor fiecarei surse daca celelalte surse sunt pasivizate. Pasivizarea surselor
unui circuit electric presupune inlocuirea surselor cu rezistentele (sau impedantele) interne.
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Astfel:
> sursele ideale de tensiune sunt inlocuite printr-o latura cu rezistenta nula (scurtcircuit);
> sursele reale de tensiune sunt inlocuite prin impedanta (rezistentd) interna;
> sursele de curent prin borne n gol (circuit deschis);

Aceasta pasivizare este posibilda numai pentru sursele independente fie de tensiune fie
de curent (Obs.: Sursele dependente nu pot fi pasivizate).

Aplicarea principiului superpozitiei se realizeaza in circuitul din fig. 2.26 in care
actioneaza doua surse, una de curent si una de tensiune. Rezolvarea circuitului initial (ce
contine mai multe surse) presupune rezolvarea circuitelor elementare ce contin o singura
sursa.

Curentul sau tensiunea la bornele unei laturi este suma algebrica a curentilor din

aceeasi laturd, latura ce apartine tuturor circuitelor elementare. Astfel:

iy =i, +i, cu ij=0

i, =i, +i,

iy =—iy +i (2.8
c)

Fig. 2.26 Circuit electric: a) initial, b) cu sursa de curent pasivizata, ¢) cu sursa de tensiune
pasivizata
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Circuitul ce confine sursa de t.e.m. contine doud bucle (ochiuri). Pentru a rezolva se

aplica metodele prezentate (Kirchhoff, curenti de contur, potentiale nodale). Se aplica metoda

curentilor de contur.

12=(6+3)i, =i

my

i =iy =
3—12—75
-5 =3 ;
AR =l = A
~A
! iy =i, +i,

Circuitul ce contine sursa de curent poate fi rezolvat astfel:

Curentii reali ai circuitului sunt:

i =i; 0 =19_2
6+3 9 3

gzrﬁ—zi
6+3 3

i;;=12 _2
5+2 7

g=15 _2
5+2 7

2.5 1

¢ "3 7 21

i, =1A,

i, :i+—:2A,
|3——%+%——1A,
_12.2 oa
A
2.5,
> 7 7 '
_64_ 1 _aa

61 2

(2.83)
_4 12 64
3 7 2
(2.84)
(2.85)

Principiul superpozitiei se aplica cand in circuit actioneaza surse de frecvente diferite.

Tn acest caz fiecare circuit elementar contine surse de aceeasi frecventa.
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2.6. Probleme rezolvate

1. Sa se analizeze circuitul din fig. 2.27 cu ajutorul metodei curentilor de ochiuri
(bucla). Se cunosc: R =2Q, R,= 3Q), R,=5Q, R,=3Q2, R_=4Q, e, =20V, e,=12V.

Rezolvare: Circuitul are 1=3 laturi si n=2 noduri, deci buclele independente sunt in
numar de I-n+1=2. Se atribuie fiecarei bucle un curent de bucla cu un sens arbitrar ales: iml si

imz, apoi se scriu ecuatiile aferente celor doua bucle. Se calculeaza elementele sistemului,

necunoscute fiind cei doi curenti de bucla.

R,=20 R,=3Q
I_II_I 1
4 i f'//i\\
_ m2 e =12V
e,=20V C*) b R,=50) J 2
R2:3Q R5:4Q

Fig. 2.27 a) Circuit electric

Ry =R, +R, + R, =10Q

Ryl +Rplip, =€ (pentrubuclal) e —e =20V
_ _ ‘ unde {R, =R, =—R, =-5Q e
Rotlm, + Ryl =€, (pentrubucla2) R,, =R, +R; +R3=120 e, =e, =12V
i P i Zﬂ _— ip =i, =235A
101, -5, =20 m, 10 I,  =2,35A
. . = . =3 =4, =i, =315A
=9, +12i, =12 20+ 5l ) I, =315A 2
—51—04'12|m2 =12 i3:im1—im2:O,84A

Unde R ,, R,, reprezintd suma tuturor rezistentelor din bucla 1, respectiv din bucla 2,
lar R, care este egal cu R,, reprezintd suma tuturor rezistentelor de pe latura comuna buclei 1
$i 2. Semnul lui R ,, R,, este dat de sensul curentilor de bucld ce parcurg latura comuna (R,),

dacd acestia coboard sau urcd (au celasi sens) prin latura comund semnul lui R, R,, va fi cu

R21

12!
17, 1ar dacad unul coboara si celdlalt urca (au sensuri contrare) prin laturd semnul lui R12’
va ficu ,—".

Sursele e, si e, reprezintd suma tuturor surselor din bucla 1, respectiv din bucla 2 (a
nu se confunda cu sursa e, sau e, ). Semnul acestor va fi cu ,;+”, dacd sensul curentului de

bucla coincide cu sensul sursei (ca in fig. 2.27 a)) sau cu ,,—" daca sensul sursei si cel al

curentului de bucla sunt contrare.

109



Teoria Circuitelor Electrice | Analiza circuitelor electrice

>e2:12v

Fig. 2.27 b) Circuit electric

Dupa ce s-au determinat curentii de bucla si apoi cei din laturi se determina caderile de
tensiune pe fiecare element de circuit fig. 2.27 b) si apoi se calculeaza bilantul de puteri
pentru a verifica corectitudinea calculelor efectuate, Xp = 0.

Pr, =Ug,i; =19,84W
Ug, =R;i; =6,3Q Pr, =Ug, I, =29,76 W
Ug, =R,i, =9,45Q) P, =Ug i3 =352W
Ug, =R4i;=4,2Q  ={pg, =Ug i, =16W = p=0
Ug, =R4i, =6,93Q P, =Ug,is = 21,34W
Ug, =Rsis =9,24Q Pe, =&l =—63W
Pe, =€, =—27,72W

2. Sa se analizeze circuitul din fig. 2.28 cu ajutorul metodei curentilor de ochiuri
(bucla). Se cunosc: R =2Q, R,= 3Q), R,=4Q), R,=2Q), R =302, e,=8V, ,=10V, ig3:8A.

R3:4Q R5:3Q
> — . —
7 7
| = .
I
RZZSQ 0 = i
— g
e,=8V ’ B e, =10V

Fig. 2.28 a) Circuit electric

Rezolvare: Circuitul are I=5 laturi si n=3 noduri. Alegand buclele independente in
numar de I-n+1=3 si sensurile curentilor de bucla, iar a celor din laturi ca in fig.2.28, se pot
scrie ecuatiile:
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Ry, + R, +Rysin. =€ (pentrubuclal)

Ralm, + Raolym, + Raysly, =€

Railm, + Raoly, + Ragly, =€

(pentru bucla 2) unde

(pentru bucla 3)

Ry =R, +R; =50

e, =€ =8V
si <e, =Ry, —e, =22V
e, =—€, =—10V

Sursa reald de curent ig3 se transforma intr-o sursa reald de tensiune de valoare e,=

R3igs. Sursa e, =e, pentru ci este o singura sursa in bucla 1 si are sensul in sensul curentului

de bucla iml, sursa e, =e,—e, este suma surselor de tensiune din bucla 2 unde se gasesc cele

doud surse e, cu semnul ,,+” (cea de curent transformatd din sursa de tensiune) si e, care are

sens diferit fata de cel a curentului de bucla imz, de aceea este cu semnul ,,-” in ecuatie, iar

sursa e;=—e , bentru ca este o singurd sursd in bucla trei si are sensul in sensul invers

curentului de bucla im3.

5i

my

-3

m, +0i, =8
=3, +9%, +2i, =22 =

Oi, +2i,, +5i, =-10

- 8+3i, i, =4,48A
=5 i, =4,48A i ——0,33A
—3iml +9imz +2im3 =22 = imz =4,81A =iy =4,81A
) -10-2i,, in, =—3,92A i, =0,89A
Iy =5 i, =392A

R=20 | [)us

e, =8V

Fig. 2.28 b) Circuit electric
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Pr, =Ug i =40,14W

Pr, =Ug,I, =0,32W

Pr, =Ug, i3 =92,68W
Pr, =Ug, Iy =1,58W

Pr, =Ug I5 =46,00W
Pe, =€, =-3584W

Do, =€,i, =—153,92W
Pe, =€,i, =8,9W

Ug, =R,i; =8,96Q

Ug, =R,i, =-0,990
Ug, =R4i; =19,27Q =
Ug, =R,i, =1,780

Ug, =Rsis =11,76Q

=> p=0

3. Sa se analizeze circuitul din fig. 2.29 cu ajutorul metodei potentialelor nodale. Se

cunosc: R1:3Q, R,= 20, R3:ZQ, R 4:3Q, R5:4Q, e1:6V, e,=4V.

R,=3Q 1 R.=2Q 2
—L—1 —1
el=6V <+> Uy, Uy R =3Q
R.=2Q R.=40
_!_ —
=0

Fig. 2.29 a) Circuit electric

e5:4V

Rezolvare: Circuitul are 2 noduri independente 1 si 2 astfel incat vor fi doua tensiuni
nodale necunoscute, u,; si U,,. Sistemul de n-1 ecuatii este obtinut prin aplicarea metodei

potentialelor (tensiunilor) nodale:

Gy=—+
(1) Gyl —Gyly =iy,  pentru nodul 1
p Unde Glz = Gz]_ =
(2) =Gyl + Gy =—ig,  pentru nodul 2
1
Gy,=—+
R3
. € 8 1
i, =——=-2A e
e TR, g U0 5 U0 =2 {um ~1,395V
Si
. 1 1 =-0,279V
P Ze_SzlA - U10+_3U20= oo =-0,279
: R, 2 712
Unde G

1

U, =—-U, =-1,395V
u, =u;, =139V

= U3 =U10 _UZO =1, 674V

U, =U, =-0,279V
U5 :u20 Z_O, 279V

G,, reprezintd suma tuturor conductantelor de pe laturile incidente nodului

1, respectiv nodului 2, iar G,, care este egal cu G, reprezintd suma tuturor conductantelor de
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pe laturile dintre nodul 1 si 2. Semnele lui G, ,, G,,(elementele de pe diagonala principald)

11’
sunt intodeauna ,,+”, iar toate celelalte elemente vor fi cu semnul ,,—".

Sursele reale de tensiune e, si e_ vor fi transformate in surse reale de curent igl si ig5,
fig. 2.29 a). Notatia i;h si i'gz reprezintd suma tuturor surselor de curenti de pe laturile incidente
nodului 1, respectiv din nodului 2 (a nu se confunda cu sursa ig, sau i, ). Semnul acestor va fi

cu,,+”, daca sensul sursei intra in nod sau cu ,,— daca sensul sursei iese din nod.

|
=

0
Fig. 2.29 b) Circuit electric

Dupa ce s-au determinat tensiunile nodale si caderile de tensiune pe fiecare latura de
circuit (uR1:4,06V, uR5:3,72V) se determina curentii din laturi fig. 2.29 b) si apoi se

calculeaza bilantul de puteri pentru a verifica corectitudinea calculelor, Zp = 0.

i = i) +ig =+ =1535A
Rl 1
i, = % =0,695A p, = Uk =—-2,14W
? D, = Uy, = 0,96W
i, =%=0,837A = 1p, =iy =140W =3 p=0
’ p, = U,i, =0,025W
. u
iy = ?“ =-0,092A Ps = Ugis = —0,25W
4
ig =i, +iy, =5+ = 0930A
5 R5

4. Sa se analizeze circuitul din fig. 2.30 cu ajutorul metodei potentialelor nodale. Se
cunosc: R,=4Q, R,= 2Q, R,=3Q, R,=4Q, e,=8V, e,=4V, ig,=4A.

Rezolvare: Circuitul are 3 noduri independente 1, 2 si 3 astfel incat vor fi trei tensiuni
nodale necunoscute, Uy Uy si Ug, Alegand ca nod de referintd unul din nodurile la care este
conectat generatorul ideal de tensiune e, (vezi fig. 2.30 a)) si numeroténd nodurile ca in fig.
2.30 a) se poate scrie sistemul de ecuatii obtinut prin utilizarea metodei tensiunilor nodale sub

forma:
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Fig. 2.30 a) Circuit electric

=

GyyUyo — Gpollpg — Gygligg = —lg,
Uy = €5

— Gyl + G3pUzg — Gagligg = —lg,

—_ &8 _on
Rl
:—|;; & _ A
6 Rl

U; =Ugy — Uy =348V
U, =U, =504V

Ug =U;p — Uy =104V
Uy =Uy —Ugy =—4,52V
Us =Uy =4V

(D) Gl —Gyally —Giglizg =—ig,  pentrunodul 1
(2) =Gyl +Gylipg — Goglizy =iy, pentrunodul 2 =
(3)  —Gaylhg + Gagllpy —Ggallgy = —iy,  pentrunodul 3
1 1 1
Gy -2 5 t5 -3
R R, R 12
1 1
G,=6G,=—==-Q
12 21 R3 3
1 1
GlS :G31 :gzzQ
unde 11 7 Si
Gp=—t—="0
R, R, 12
1 1
Gpy=Gyp=—=-Q
23 32 R4 4
1 1 1
Gu=—t—=-0
R R, 2
13 1 1
Eu1°_34_2u3°_2 Uy =504V
Uy =€=4V =1Uy, =4V
_£u10_£4+Eu30:2 u30 :8'52V
4 3 12
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Dupa ce s-au determinat tensiunile nodale si caderile de tensiune pe fiecare latura de
circuit se determina curentii din laturi fig. 2.30 b) si apoi se calculeaza bilantul de puteri
pentru a verifica corectitudinea calculelor, Zp = 0.

Fig. 2.30 b) Circuit electric

. . . el ul
L, =1, +1 :_+_=2,87A
' . i Rl Rl
i, =22 — 2 52A p, = uli% —9,98W
k P, =U,l, =12,70W
i % _g34A )P =u3|-3 -0,35W Y po
% P, = Ui, = 5,10W
i, =4 —_113A P = & =5,88W
R4 Ps = U6i6 =-34,08W
s =1, —l, =-147A
ig =iy, = 4A

5. Sa se analizeze circuitul din fig. 2.31 a) cu ajutorul metodei suprapunerii efectelor.
Se cunosc: R,=6Q, R,=4Q, R,=2Q), R.=3Q), €.=20V/, ig,=2A, ig,=1A.

Fig. 2.31 a) Circuit electric
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Rezolvare: Sursele ideale de tensiune sunt inlocuite printr-o latura cu rezistenta nula
(scurtcircuit), si sursele de curent prin borne in gol (circuit deschis), deci in primul caz
e,=20V, ig,=0A (deconectat deci R=00), ig;=0A (deconectata deci R=x), fig. 2.31 b).

Se calculeaza rezistenta echivalentd R,, a rezistentelor R, si R, (legate in serie) care va fi

34
legatd in paralel cu R, rezultand R ,,. Apoi se vor calcula cu ajutorul legii lui Ohm caderile de

tensiune pe aceste rezistente si in final curentii in laturi.

R=6QR

— u —
65—20V 134 u < R.=3Q

A

Fig. 2.31 b) Circuit electric echivalent dupa pasivizarea surselor de curent

Ry =R, +R, =6Q

Ry =l _30 :ig=;—5=%=3,339, U, =10V, Uy, =10V :s{

st Ry eq

Ryg =Ris+R; =60

U =10V =i =166A
Uy, =10V =i, =166 A

i, =1,66A

i, =0

i, =166A

i, =i;=166A
i =3,33A

is =0

i, =i5 = 3,33A

Tn al doilea caz e,=0V (sursa este scurtcircuitata), ig,=2A, ig;=0A (deconectata deci R=), fig.

2.31 c). Se calculeza rezistenta echivalentd si se determind caderea de tensiune pe cele trei

rezistente conectate in paralel R}, R, siR..
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R =6Q i”

Fig. 2.31 c) Circuit electric echivalent dupa pasivizarea sursei de tensiune
si a sursei de curent i,

Ry =R;+R, =6Q i =1A
R1347=M=1,5Q = Uy =Ryl =3V = ?120,5A =
R +Rs +R; i, =0,5A
i, =0,5A

i, =2A

i, =0,5A

i, =i; =0,5A
s =1A

Ig =0

i; =ig =1A

Tn al treilea caz e,=0V (sursa este scurtcircuitata), ig,=0A (deconectatd deci R=w), ig,=1A, fig.

2.31 d). Se calculeza rezistenta echivalentd si se determina caderea de tensiune pe cele trei
rezistente conectate in paralel R}, R, siR..

Fig. 2.31 d) Circuit electric echivalent dupa pasivizarea sursei de tensiune
si asursei de curent ig,
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Tn al treilea caz e,=0V (sursa este scurtcircuitata), ig,=0A (deconectatd deci R=w), ig,=1A, fig.

2.31 d). Se calculeza rezistenta echivalentd si se determina caderea de tensiune pe cele trei
rezistente conectate in paralel R}, R, siR..

RR :
R,=—11-=2Q o Ug, = Rgi3 =2V i, =0,33A
R1+R7 :>R3=R174:>|3=|4=0,5A3 R 2UR = R
Ug =R,i, =1V ! Lb=016A
Rz =Ry +R, =4Q s
i, =0,16 A i, =i, +i, +i; =-1,66-0,5+0,16=-2A
i, =0A i, =i, +i, +i, =2+0+0=2A
i;=0,5A iy =iy +iy+i; =1,66+0,5-0,5=1,66 A
. si in final rezulta curentii e
i, =0,5A in laturi ca fiind: |4=|f1+|:1+|4=1,66+0,5+0,5=2,66A
is =iy +i; =0,66 A 5 =i +i5 +i5 =3,33-1-0,66=1,66 A
ig =1A g =i +1g +ig =0+0+1=1A
i, =0,33A i, =i, +i, +i, =-3,33+1-0,33=-2,66 A
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3. Teoremele circuitelor electrice

3.1. Teorema substitutiei

Circuitele electrice sunt formate din elemente de circuit prevazute cu legdturi
conductoare intre ele. O laturd j a unui circuit electric este un dipol si este complet definita de
caracteristica ij-uj. Acest dipol poate fi pasiv (contine numai elemente R, L, C) sau activ. Fata

de bornele unei laturi reteaua electrica la randul ei poate fi privita ca un dipol activ sau pasiv.

Se considera o latura oarecare j dintr-o retea, careia i se aplica tensiunea U, la borne si

este parcursa de curentul ij , fig. 3.1.

Retea arbitrara u zZ

Fig. 3.1 Circuit electric

Teorema substitutiei: Intr-un circuit electric o laturd pasivd parcursd de curentul ij si avand
la borne tensiunea U, poate fi substituita (inlocuita) fie cu un generator de tensiune fie cu un

generator de curent.
Teorema se va demonstra considerand ca latura j selectata este un dipol receptor, iar
ecuatia Joubert Tn tensiune scrisa conform cu regula de la receptoare este: Uj =1z i j» sau forma

echivalenta - Z i ity =0. Comparand cu ecuatia generala Joubert pentru laturi active rezulta:
—e;=2;i; sau —e;+Uu;=0 (3.2)

Aceasta reprezinta ecuatia Joubert a laturii j ce contine numai sursa ideald de tensiune
electromotoare e

Ecuatia Joubert in curent a unei laturi j de operator y; este:
I =yjuj+ig, (3.2)

Aceasta ecuatie presupune existenta in paralel la aceeasi tensiune U a doud laturi
parcurse de curentii ig_ si y; Uy O sursa ideald de curent are admitanta y; = 0, iar curentul
|
injectat sub tensiunea u, are valoarea ij = igi.

Tn concluzie, o latura pasiva poate fi inlocuita cu, fig. 3.2:
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» o sursa ideala de tensiune (ej = —zjij) sursa ce are sens opus curentului din latura;

» o sursa ideala de curent (ig_ = ij) avand orientarea in sensul curentului din latura.
|

i
Retea arbitrara uj ej:uj
i
i
-ej+uj:O a)
Retea arbitrara u : Zj
i
j
uj:Zj ij \
Retea arbitrara Uj |J_:|gi
i=i
i b)

Fig. 3.2 Latura de circuit pasiva substituitd de: a) sursé ideald de
tensiune, b) sursa ideala de curent

3.2. Operatorul de impedanta interna al retelei dipolare. Rezistenta interna a unui dipol

3.2.1. Operatorul de impedantd internd al retelei dipolare

Intr-o retea electrica orice element de circuit poate fi considerat ca fiind conectat
impreuna cu alte elemente de circuit si In ansamblu formand 0 retea complexa. Se poate pune
problema si invers si anume ca orice element de circuit poate fi selectat dintr-o retea
complicata.

In consecinta reteaua este formati din module de circuit, module ce pot fi desenate,
construite, analizate, testate si reparate separat. Un sistem familiar este oferit de electronica
sistemelor audio unde sunt conectate impreuna, prin cablu, casetofonul, aparatul de radio si
statia de amplificare.

Oricare dintre aceste module (aparate privite individual) sunt alcatuite din
subansamble numite circuite. Unele dintre aceste module sunt foarte mici i constituie
circuitele integrate. Aceste circuite integrate sunt alcdtuite din zeci sau chiar sute de elemente
de circuit precum rezistoare, capacitoare, bobine, diode, tranzistoare fabricate in cip-uri de
siliciu.

Indiferent de structurd si complexitate, circuitului la iesire i se cupleaza o sarcina. Fata
de bornele sarcinii, circuitul poate fi privit ca un dipol activ. Acestui dipol asociat retelei sau
circuitului trebuie sa i se determine parametrii. Conform clasificarii prezentate in capitolul 1
elementele dipolare active contin o tensiune electromotoare echivalentd si un operator de

impedanta interna z__.
eq
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Se presupune ca circuitul arbitrar ales contine surse de tensiune si surse de curent.
Intereseaza in continuare sa se determine valorile limita ale curentului, respectiv ale tensiunii
ce pot fi aplicate unei sarcini conectate la bornele dipolului. Cu alte cuvinte se cauta sa se
determine caracteristica i-u a dipolului activ.

a_i
Dipol activ luj z
b
z a a
u, Al N %
a) u=zi b is:U_Zs b )

Fig. 3.3 Dipol activ a) cu sursa reala de tensiune, b) cu sursa realad
de curent

Pentru a rezolva problema se considera fig. 3.3, drept sarcina latura j cu operatorul de
impedanta Z,

Asa cum S-a mentionat, Se urmareste sa se echivaleze fata, de bornele sarcinii, circuitul
cu un dipol activ. Pentru aceasta se aplica pentru latura j teorema substitutiei, latura ce se
poate inlocui printr-o sursa de curent igi = ij, ce are la borne tensiunea uj - Circuitului astfel

obtinut i se aplica, pentru determinarea curentului debitat, principiul superpozitiei, fig. 3.4.

aj
Circuit arbitrar luj ig_ =
{
b
i
a a
_. : »
Circuit arbitrar U, Ciruit z U, i
pasivizat e 9 %
— L
b b

Fig. 3.4 Circuit electric céaruia i se aplica teorema substitutiei

121



Teoria Circuitelor Electrice | Teoremele circuitelor electrice

Conform principiului superpozitiei tensiunea U, este egala cu suma contributiilor

fiecarei surse la bornele laturii j daca fiecare ar actiona singura in retea celelalte fiind
pasivizate:

Uj =uj +U; (3.3)
unde uig se determina prin aplicarea teoremei a Il-a a lui Kirchhoff pe ochiul circuitului
pasivizat,

O=u + Zgg | (3.4)

Tnlocuind rezulta:

=U:. —Z: 1. (35)

Fig. 3.5 Caracteristica ij-uj a dipolului electric

Analiza curbei i-u la bornele dipolului activ evidentiaza:

a. Tensiunea la bornele dipolului este cuprinsa intre 0O si tensiunea de mers in gol Upo?

b. Functionarea in gol a dipolului implica Z—0, iar tensiunea la borne este t.e.m. furnizata de

dipolul activ;
c. In functionarea in scurtcircuit a dipolului, curentul este limitat de operatorul de impedanta
internd al dipolului Zogs In c.c. acest operator reprezinta rezistenta internd a dipolului.

Tn concluzie, orice circuit electric poate fi reprezentat printr-un dipol echivalent fata de
doua borne. Tensiunea electromotoare a dipolului este tensiunea de mers in gol a dipolului, iar
rezistenta internd (operatorul de impedantd intern) este rezistenta fatd de cele doud borne a
circuitului pasivizat. Deasemenea, regimul de functionare al oricarui dipol electric este
cuprins intre mersul in gol si scurtcircuit.

Deasemenea, latura pasiva j cu operatorul de impedanta Z, poate fi inlocuita in circuit

si printr-o sursa de t.e.m. avand sens opus curentului din circuit, fig. 3.6. Aplicand acestui
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circuit principiul superpozitiei, curentul debitat de dipolul activ este superpozitia curentilor

din latura j daca in circuit ar actiona cate o singura sursa, conform schemei urmatoare:

Circuit arbitrar U, e =
b
i
g < JEq
) Circuit
Circuit arbitrar yle pasivizat cu il z

eq

operator z
€q

T €C——— 0
=
_mo

b

Fig. 3.6 Circuit electric céaruia i se aplica teorema substitutiei

Se obtine astfel relatia curentului debitat de un dipol activ:

i=i,——- (3.6)

A . . . . . < u;
IdentificAind cu relatia curentului debitat din primul caz, rezulta: i, =—2 este valoarea

curentului de scurtcircuit intre bornele unui dipol.
Astfel, se concluzioneaza ca:

» Curentul debitat de un dipol activ poate lua valori (la sarcind variabild) intre 0 (mersul in
gol) si valoarea de scurtcircuit (borne scurtcircuitate);

» Rezistenta internd a unui dipol activ poate fi determinata ca raport intre tensiunea de mers
in gol si curentul de scurtcircuit fata de bornele analizate;

> In retelele pasive (ce nu contin surse in interior) tensiunea la mersul in gol este nul, dar si
curentul de scurtcircuit este nul. In aceastd situatie, rezistenta (impedanta) interni a

dipolului se poate determina alimentand bornele dipolului de la o sursa U; ce debiteaza
curentul ij. Rezistenta echivalenta (operatorul de impedantda echivalent) a retelei este

raportul dintre tensiunea aplicata si curentul absorbit de circuit.

7, =— (3.7)

Deci, 0 retea oarecare (cu sau fara surse in interior) fata de doua borne de acces poate

fi considerata un dipol echivalent care are ecuatia:
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=i, — =L (3.8)

3.2.2. Determinarea rezistentei echivalente a dipolului activ
Pentru un circuit (retea) oarecare, fatd de doud borne de acces poate fi determinata

rezistenta interna (operatorul de impedanta internd) a retelei prin doua relatii si anume:

R,=-2 sau R, =-L (3.9)

Cele doua relatii ale rezistentei interne a unui dipol implica doud metode de
determinare a acesteia si anume:
1. rezistenta interna a unui dipol este raportul dintre tensiunea de mers in gol intre cele
doua borne si curentul de scurtcircuit;
2. rezistenta interna a unui dipol se obtine prin pasivizarea tuturor surselor independente
din circuit si aplicarea la bornele de acces a unei surse de t.e.m. cunoscutd §i masurarea
(determinarea) curentului absorbit de circuit.

Ry =—- (3.10)

3.2.2.1. Determinarea rezistentei echivalente in circuitele ce contin surse
independente

Pentru a explica mai bine metoda se vor da mai multe exemple.

Exemplu 1. Se considera divizorul de tensiune din fig. 3.7, alimentat de la o sursa de
24V curent continuu. Tensiunea ce trebuie determinatd este tensiunea la bornele a si b care
este de fapt tensiunea de pe rezistorul R,=10Q care reprezintd si tensiunea de iesire n acest
caz.

Metoda 1. Se determina rezistenta interna a dipolului prin raportul dintre tensiunea de
mers in gol si curentul de scurtcircuit.

R,=30Q

R,=30Q

e=24V R,=10Q | ‘g e=24V R,=10Q Y 'say

TCeOE—— 0D

a) b)

Fig. 3.7 Divizor de tensiune pentru care se determina
a) tensiunea de mers in gol, b) curentul de scurtcircuit intre bornele a si b
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Tensiunea de mers n gol este tensiune de pe rezistorul R,, fig. 3.7 a) si se calculeaza
astfel:

24
30+10

=& unde R, =R +R, deci u, =R,i=10
€q

—6V (3.11)

Curentul de scurtcircuit intre bornele a si b, fig. 3.7 b) are valoarea:

. € 24 uabo 6
Iscap :EZ%ZO’SA unde Req == =—8=7,5Q (3.12)

ISCalJ '

Metoda 2. Se determina rezistenta internd a dipolului prin pasivizarea tuturor surselor
independente. Pasivizand circuitul fata de bornele a si b rezistenta echivalenta este egala cu

rezistenta circuitului, fig. 3.8.

R,=30Q R,=30Q

e=24V RzzloQ Reqab

b)
Fig. 3.8 a) Circuitul initial, b) circuitul pasivizat pentru determinarea

rezistentei echivalente intre bornele a si b

Aceasta metoda este echivalenta cu alimentarea circuitului pasivizat de la o sursa
exterioara de tensiune, fig. 3.9. Raportul dintre tensiunea aplicata si curentul debitat reprezinta

rezistenta circuitului.

u R, R,
R =7 = RiR; =22~ =750 (3.13)
R,=300 g
..... *....E
R,=10Q (U @
b

Fig. 3.9 Circuitului pasivizat alimentat de la o sursa exterioara de tensiune intre
bornele a si b

Exemplu 2. Se considera circuitul din fig. 3.10 si se urmareste determinarea rezistentei
echivalente a circuitului fata de bornele din circuit a si b.
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Metoda 1. Se determina rezistenta interna a dipolului prin raportul dintre tensiunea de
mers n gol si curentul de scurtcircuit. Aceasta metoda de determinare a rezistentei
echivalente presupune determinarea tensiunii de mers in gol si a curentului de scurtcircuit
ntre bornele a si b.

Fig. 3.10 Circuitului electric

Determinarea tensiunii de mers in gol intre bornele a si b presupune aflarea
potentialelor bornelor a si b din circuitul obtinut prin scoaterea din circuitul initial a
rezistentei R,, fig. 3.11.

i R.=3Q
i 1 a U b
abo
—_— % >
| R,=6Q i =5
= 1] 1=
&=V R,=20 g
c

c

|I|

Fig. 3.11 Circuitul electric fara rezistenta R . (fara legatura intre bornele a si b)

Prin inlaturarea rezistentei R, circuitul se simplificd degenerand in doua bucle
. o 9 . . . 9
independente parcurse de curenfii i, =ﬁ=1A si 1,=9A impus de sursa independentad de
+

curent.

Tensiunea intre bornele a si b se determina ca diferenta a potentialelor bornelor a si b,
potentiale obtinute din caderea de tensiune pe rezistentele de 6Q respectiv 2Q. Asociind
regula de la receptoare intre tensiune §i curent pe o rezistenta se obfine:

Uah, = Ua,c ~Unc
Uae =Va -V, =61, =6i,+10=16V (3.19)

—Upe =—Vp —Ve =21y

Curentul de scurtcircuit intre bornele a si b se determina prin scurtcircuitarea bornelor

a si b in circuitul initial si rezolvarea circuitului obtinut, fig. 3.12.
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Curentul de scurtcircuit se determind din T | K aplicata bornei a (sau b) iscab: i=l,,

unde i, sii, se determind rezolvand circuitul. Aplicand metoda potentialelor nodale se deduce:

v, LIS 5 s v, =-2V (3.15)
3 6 2) 3
iSCaEO lz

e1:9V R4:2£2 |g:5A

|

Fig. 3.12 Circuitului electric scurtcircuitat intre bornele a si b

care este valoarea potentialului dupa scurtcircuitare. Curentii au urmatoarele valori:

o9V 1y i =Va_T2a g 11,2.28 44 (3.16)
3 3 6 6 3 6 6
Rezistenta echivalenta va fi:
u
Req e 1040 (3.17)

|
SCapg

Metoda 2. Se determina rezistenta interna a dipolului prin pasivizarea surselor ideale,
obtinandu-se circuitul din fig. 3.13.

3-6
Req = (R R,)R, =T+2 =4Q (3.18)

Fig. 3.13 Circuitului electric pasivizat

Aceeasi valoare a rezistentei se obtine dacad in circuit se aplicd o tensiune U de la o

sursa care debiteaza curentul i, fig. 3.14.
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.b‘
|4 A |
R,=2Q

~ 1]

Fig. 3.14 Circuitului electric pasivizat, alimentat de la o sursa exterioard
de tensiune ntre bornele a si b

Rezolvarea acestui circuit conduce la expresia rezistentei echivalente:

u 3-6
Req =T=T+2=4Q (319)

3.2.2.2. Determinarea rezistentei echivalente in circuitele ce contin surse dependente
Rezistenta echivalentd a unui circuit fatd de doua borne ale unei laturi pasive se
determin cu relatiile prezentate mai sus. In determinarea rezistentei echivalente trebuie si se
tind seama cad sursa dependentd nu se pasivizeazd deoarece aceasta debiteaza numai in
prezenta marimii de control. Se considera circuitul din fig. 3.15 pentru exemplificare n

vederea determinarii rezistentei echivalente fata de bornele a si b, prin cele doua metode:

e, =6V R=100

Fig. 3.15 Circuitului electric

Metoda 1. Determinarea rezistentei echivalente presupune calculul tensiunii de mers in
gol (in absenta rezistorului de 10Q) fatd de bornele a si b, fig. 3.16 a) si a curentului de
scurtcircuit rezultat al scurtcircuitarii bornelor a si b fig. 3.16 b). Cele doua marimi se
determina din circuitele din fig. 3.16.

In primul circuit tensiunea de mers in gol reprezinti tensiunea de pe rezistorul de R,
conform relagiei lui Ohm, uabo=4i. Curentul i se determina din aplicarea T Il K pe ochiul
format din sursele de t.e.m. e, si e,=5v_si rezistentele de R, si R,. Intrucat t.e.m. a sursei
dependente este necunoscuta (controlatd de v, ) ecuatia obtinuta din T I K trebuie completata

cu relatia de dependentd 6-5v =(2+4)i sau v =6+2i.
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Fig. 3.16 a) Circuitul electric functionand in gol, b) Circuitul electric functionand in scurtcircuit

Rezulta astfel sistemul:

12
6+5v, = (2+4)i o =g =Y
_ solutiile fiind (3.20)
v, =6-2i .9
I=—A
4
Se obtine astfel tensiunea de mers in gol:
9
Uabo =4Z=9V (321)

Curentul de scurtcircuit intre bornele a si b se determina din circuitul din fig. 3.16 b)
care este echivalent cu cel din fig. 3.17. Intrucat rezistenta R, este scurtcircuitatd, curentul

prin circuit este curentul de scurtcircuit dintre bornele a si b. Aplicand T 1l K rezulta:

ZiSCabo:6+5vX, relatie ce trebuie completata cu ecuatia de dependenta a sursei comandate:

5v, =-v, =>6v, =0, v, =0 (3.22)

X

e2:5vx \V

Fig. 3.17 Circuitul electric functionand in scurtcircuit

In consecinta:

[ 3A 3.23
iy == (323)

Rezistenta echivalenta a circuitului este:
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u
oy =§= 30 (3.24)

Py

eq —
ISCab

Metoda 2. Presupune pasivizarea surselor independente si alimentarea circuitului de la
o sursa pe la bornele a si b, fig. 3.18. Presupunand sursa de alimentare o sursa test cu t.e.m.
egald cu unitatea, rezistenta echivalenta este data de relatia:

Reg =~

% (3.25)

Determinarea rezistentei echivalente presupune rezolvarea circuitului din fig. 3.19

determinand dependenta dintre tensiunea U aplicata si curentul absorbit de circuit.

e2:5vx \V

Fig. 3.18 Circuitul electric alimentat de la o sursd exterioara pe la bornele a si b
In acest sens, aplicind metoda curentilor independenti (de bucla), fig. 3.19 rezulta:
L v <
i=i;+i, cu |l=Z jar i,=—-2> (3.26)

relatie completata cu relatia de dependentd a sursei comandate: U-5v =v..

Fig. 3.19 Circuitul electric analizat prin metoda curentilor de bucla

Utilizand metoda elimindrii, rezulta:

5
1-=
6 _u 1+—6 :u(£+i]:u(i]:u(l} sau u=3i (3.27)
2 4 2 4 12 12 3
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Inlocuind in relatia rezistentei echivalente, se obtine:

Reg =~

u 3i
—=—=3Q (3.28)
i

In circuitele dipolare ce nu contin surse independente, tensiunea la mers in gol si
curentul de scurtcircuit sunt nule. In acest caz, pentru determinarea rezistentei echivalente se

aplica a doua metoda (a alimentarii de la o sursa test).

3.3. Teorema generatorului echivalent

Asa cum S-a ardtat, o refea electrica fatd de bornele unei laturi pasive oarecare poate fi
considerata un dipol activ. Curentul prin latura pasiva este dat de relatiile:
ui Uy U
; i

0 —
Zeq Zeq Zj

In baza relatiilor de mai sus, unei retele liniare oarecare, i se pot atasa doud

reprezentari echivalente.

3.3.1. Teorema generatorului echivalent de tensiune (Thévenin)

Intr-o refea circuit liniar raspunsul in curent printr-o laturd pasivd j de operator Z

este dat de relatia:

u.

T (3.30)
! Zog 2

Se considera latura j de operator Z, apartinand unui circuit liniar activ, fig. 3.20, caruia

1 se aplica teorema substitutiei, tensiunea la borne satisface relatia:

_ e Y5 (3.31)

Zeq Zeq

U, =u, —z..i; sau i,

Intrucat U=z, rezulta:

=k (3.32)

Zeq +—Zj

In consecint3, unui circuit liniar activ fatd de doud borne i se poate atasa un dipol
echivalent de tensiune electromotoare U si operator de impedantd interna Zer Ecuatia

tensiunii la bornele sarcinii este: uj:ujo—zeq i.
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Y-

a
Circuit z
liniar ‘ u
. j Z
activ i
u.
io
b
a 21y a
——e —
Circuit C
. = U
liniar Th *
l———o -
b b

Fig. 3.20 Circuit liniar activ caruia i se atageaza un dipol echivalent de
te.m. uio si operator de impedanta interna Z,

Generatorul echivalent de tensiune permite determinarea curentului dintr-o latura
pasiva j fara a necesita rezolvarea completa a circuitului.

Orice circuit (retea) fata de doua borne poate fi echivalat printr-un generator
echivalent.

3.3.2 Teorema generatorului echivalent de curent (Norton)
Intr-o refea liniard activd raspunsul in tensiune printr-o laturd pasiva j de operator Y,

este dat de relatia.

isc-
u,=—>— 3.33
: yeq + yj ( )

Considerand o retea liniara activa din care a fost selectatd o laturd j de operator Z,
curentul prin latura j, dupa aplicarea teoremei substitutiei si a principiului superpozitiei este

dat de relatia:

=i —— (3.34)
Conform acestei relatii rezulta curentul din latura j, care este diferenta dintre curentul
de scurtcircuit in absenta incdrcarii si curentul ce se scurge prin operatorul impedantei

echivalente a dipolului. In consecint, dipolul este reprezentat printr-o sursa reald de curent,
conform fig. 3.21.
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\ A

activ

Circuit _
liniar C*) I Z,

[k 3 A Y\
=
N

a a
l————e —e
Circuit .
.. = z
liniar N N
l——o . ]
b b

Fig. 3.21 Circuit liniar activ caruia i se atageaza un dipol echivalent de
curent isc si operator de impedanta interna Z,

] ] u; ] U;
ij =iy —Z—‘ dar i =Z—‘_ (3.35)

eq j

inlocuind rezulta:
i i
u. = sc = sc (336)
! i + i yj + yeq
Z; Iy

Trecerea din dipol echivalent de tensiune in dipol echivalent de curent se poate face
utilizand teorema de echivalenta a surselor reale de tensiune in surse reale de curent, fig. 3. 22

in baza relatiilor:

i, = (3.37)

fob]
o

u. echivalent

—a -
z
eq
. = i
Dipol Dipol C*) lsc *Zeq

—eo

b b

Fig. 3.22 Transformarea dipolului echivalent de tensiune in dipol echivalent de curent

Aplicarea practicd a generatorului de tensiune si curent se face ori de céte ori se
doreste sa se simplifice rezolvarea unui circuit prin descompunerea acestuia in circuite
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elementare echivalente, sau cand se urmareste raspunsul fie in curent fie in tensiune pe o
singurd latura.

Din cele prezentate rezultd ca orice retea poate fi reprezentatd printr-un dipol
echivalent de tensiune sau de curent. Se pune problema cand este util a reprezenta un circuit
printr-un dipol echivalent de tensiune si cand printr-un dipol echivalent de curent. Raspunsul
se gaseste dacd se analizeaza eficienta transferului de putere catre sarcina (sau randament).
Daca operatorul de impedanta al sarcinii este mult mai mic decat operatorul echivalent al
dipolului, atunci se reda dipolul prin generator echivalent de curent.

2;<<Z4, iar ;=i (curenti mari) (3.38)

Daca Z, << 7, atunci schema echivalentd asociata dipolului este de tip generator

echivalent de tensiune, intrucat caderea de tensiune interna pe dipol este mica si U=Us:

3.3.3. Exemple de transformare a circuitelor in dipol echivalent

3.3.3.1. Circuite cu surse independente

Sa se reduca circuitul din fig. 3.23 la un dipol echivalent fatd de rezistenta de 1Q
conectata intre bornele a si b.

Fig. 3.23 Circuit electric

Fata de rezistenfa R, conectatd intre bornele a si b circuitul se descompune in doi

dipoli echivalenti. In consecintd, zona din stanga rezistentei respectiv din dreapta poate fi
echivalata prin dipol echivalent de tensiune sau de curent. Reprezentarea dipolilor in circuit
echivalent de tensiune sau de curent este functie de rezistenta interna echivalenta a dipolului.
Se presupune ca se reprezinta circuitul in dipoli echivalenti de tensiune (Thévenin). in aceasta
situatie pentru circuitul din stidnga, respectiv din dreapta bornele a si b se vor determina
tensiunile de mers in gol si rezistentele echivalente ale dipolilor. Reducerea la dipol
echivalent a circuitului din stanga sarcinii presupune rezolvarea circuitului din fig. 3.24.
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R,=10Q i R,=2,5Q R.=2Q

on

uab01

Y
b

Fig. 3.24 Dipolul echivalent din partea stdnga a bornelor a si b

Tensiunea Unpoy este tensiunea de pe sursa de curent intrucat caderile de tensiune pe
rezistentele R, respectiv R sunt nule. Aplicand T Il K rezulta: Uspor™ 30i, + 2,51, cui, sii,

necunoscute ce urmeaza a fi determinate din rezolvarea circuitului din fig. 3.25.

Trecand in variabile reale, rezulta:

i1=—4ioA; i, =i +ip, =o,3—4i0=o,275A; i, —0,3A (3.39)

Uy, =30-0,275+0,3-2,5=8,25+0,75=9V (3.40)

R=100j R=250

Fig. 3.25 Circuitul analizat prin metoda curentilor de bucla

Rezistenta echivalenta Reql a dipolului din stanga se poate determina alegand metoda

pasivizarii circuitului, fig. 3.26, rezultand:

R, =2+2,5+3+(10]30) =150 (3.41)

R,=10Q R,=2,5Q R.=2Q

Fig. 3.26 Circuitul electric pasivizat
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Reducerea la dipol echivalent a circuitului din dreapta sarcinii presupune determinarea
tensiunii de mers in gol si a rezistentei echivalente atasate circuitului din fig. 3.27.

Dipolul echivalent din dreapta bornelor a si b contine necunoscutele Ustos si Reqz.

Tensiunea electromotoare a dipolului se determina din rezolvarea urmatorului circuit:

uab02

Fig. 3.27 Dipolul echivalent din partea dreapta a bornelor a si b

Asociind curentii i, i, si i, prin laturile circuitului de mai sus rezultd prin aplicarea

relatiei lui Ohm: Uspgy™ —20i,, unde necunoscuta i, se determina din aplicarea metodei
curentilor de bucla, fig. 3.28:

(6+20+15)i, +15i, =5

3.42
im4 =1A ( )
In urma rezolvarii se obtine:
i —-10a i -i -——025A: (3.43)
3 40 3
Uy, =—(20--0,25)=5V (3.44)

uab02

R,,=50

Fig. 3.28 Circuitul analizat prin metoda curentilor de bucla

Pentru determinarea rezistentei interne Reqz se aplicd metoda pasivizarii surselor fata

de bornele a si b, fig. 3.29 obtinand:
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b R,,=5Q

Fig. 3.29 Circuitul electric pasivizat

Req, =20|(5+15) =10Q (3.45)

In consecinta, dipolii echivalenti ai circuitului analizat sunt prezentati in fig. 3.30:

a
R =150 Re =10Q
eqq a2
R.=1Q
7
uabm: Vv uabm: 5V
b

Fig. 3.30 Circuit electric echivalent

Curentul total prin rezistenfa R, este suma algebrica a curentilor debitati de dipolii

echivalenti conform relatiet:

9 5
+

T15+1 10+1

Iab

~1017A (3.46)

3.3.3.2. Circuite cu surse dependente

Sa se reduca circuitul din fig. 3.31 la un dipolul echivalent fata de bornele a si b a
laturii ce contine rezistenta R..

R,=30Q a
he—— A
= i =1A = i =x R.=
R=10Q| ||V, i = R,=200 i=10 A =50
SN | \ 4
R =20Q b

Fig. 3.31 Circuit electric
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Dipolul echivalent asociat circuitului fata de bornele a si b este redat in fig. 3.32:

Req a

uabo

Fig. 3.32 Circuit electric
Acest dipol contine necunoscutele Uapg si Req. Determinarea acestora se face din
circuitul initial in absenta rezistentei R
Determinarea tensiunii de mers in gol Uz S face din rezolvarea circuitului din fig.
3.33.

o

abg

Fig. 3.33 Circuit electric

Tensiunea Usng reprezintd tensiunea de pe rezistorul R_ sau tensiunea de la bornele
sursei de curent controlatd in tensiune, uabo:20 Ig CU i  necunoscutd ce se determind prin

rezolvarea circuitului de mai sus. Analiza topologica a circuitului indica 1=6, n=4, b=l-n+1=3.
Metoda de rezolvare cea mai simpla este a curentilor de buclad intrucat din cele trei ecuatii de
ochiuri, un curent este impus de sursa independenta de curent.

Curentii independenti asociati circuitului sunt redati in fig. 3.34, iar sistemul ecuatiilor
de bucle este:

Fig. 3.34 Circuit electric analizat prin metoda curentilor de bucla
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(30 + 20 + 20 + 30)i,,_ + (20 +20+30)i,_ — (20)i,

i, =1A (3.47)
=V

L

v, =-10i,

Utilizadnd metoda eliminarii necunoscutelor se obtine:

i, =-0,7A, iy, =07A, iy =-04A, v, =7V (3.48)

X
Tensiunea de mers in gol, care are polaritate opusa fata de bornele a si b va fi:

Uy, =-0,4-20 = -8V (3.49)

Determinarea rezistentei echivalente a dipolului generator se poate face prin metoda
pasivizarii circuitului si alimentarii pe la bornele a si b de la o sursad independenta de curent ig

ce are la borne tensiunea Uy, conform fig. 3.35.

Alegnd potentialul bornei b de referintd (v, =0) atunci potentialul bornei a este egal cu

tensiunea sub care sursa idealad de curent ig debiteaza Vv =u.

Rezolvarea circuitului prin metoda potentialelor nodale permite determinarea
dependentei dintre tensiunea U si curentul ig de pe generatorul ideal de curent. Se obtine:

R,=300 a
l Il II L 4
_ - P Wx i
R,=10Q lvx u Rs—ZOQ =10 A uabo |g
T 1 PY
R,=20Q _i_ b
Fig. 3.35 Circuit electric pasivizat
1 1 v, .
u(%+2_o}:_[_ﬁ_'g} 1 1 u 3
=Uu (-+—]:[—+ig}:}ig =—U (350)
4 10  10u 60 20 60 60
7710450 60
Rezistenta echivalenta a circuitului dipolar este:
u
Ry =—=15Q (3.51)

Circuitul analizat se comporta fatd de bornele a, b ale rezistentei R, ca un dipol

echivalent cu t.e.m. de 8V si rezistenta interna de 12Q, reprezentat conform fig. 3.36:
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uab0:8V R7:5Q

ce

Fig. 3.36 Dipolul electric echivalent

3.4. Teorema de conservare a puterii instantanee in circuitele electrice

Puterea instantanee a unui dipol reprezintd variatia energiei in timp si este egald in

orice moment cu produsul tensiune-curent la bornele dipolului.

o(t) =‘L—Vtv Vi) (3.52)

p(t) = ‘L—Vtv —u@)ie) (3.53)

Puterea instantanee la bornele unui dipol este pozitiva sau negativa, functie de tipul
dipolului (generator sau receptor). Astfel ea este pozitiva daca este cedata de dipolul generator
si primitd de dipolul receptor, sau negativa daca este cedata de dipolul receptor si primitd de
dipolul generator. In retelele electrice cu | laturi si n noduri, puterea instantanee a retelei este
suma puterilor instantanee din toate laturile circuitului.

3.4.1. Teorema de conservare a puterii instantanee in retelele inchise (izolate)
conexe $i farda cuplaje magnetice cu alte retele
Puterea instantanee a unei refele izolate egald cu suma puterilor instantanee din

laturile circuitului este nula.
I
pr(t)zzujij =0 (3.54)
=L

Relatia puterii instantanee a unei retele poate fi exprimata matriceal sub forma:
P () =[U;]0 [ij];xl :[uj]ixl [i;]a (3.55)

unde:
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ul Il
="} fil= '2 (3.56)
u, i

Intrucat curentii reali din laturile circuitului pot fi exprimati prin curenti de bucle, iar

tensiunile de la bornele laturilor prin potentiale independente:
[ij Ina =[Bl} (1] s [Uj I =[A] Tx(n—l) [Vk](n—l)xl (3.57)

rezulta:

o, =[AT' v]]' B]'[ir ] = [AIB] [v] [, ] =0 (3.58)

Matricile topologice ale circuitului sunt ortogonale si in consecinta produsul lor este
nul.

Teorema de conservare a puterii instantanee a unei retele permite formularea ecuatiei
de bilant a puterilor (bilant energetic). Aceastd formulare se obtine prin inlocuirea ecuatiei
Joubert in teorema de conservare a puterii instantanee a retelei.

p()=[u;]'[i;]' =0, dar [e;[u;1=[z1i;] (359)
Inlocuind rezulta:
(Iz,105;1-Te;) ;1 =0 (3.60)
echivalenta cu:
(2, D0 [ o [ 150 =0 i [, 14 (3.61)

Produsul din membrul drept, tindnd cont de matricea operatorilor de impedanta ai

laturilor poate fi exprimatd in forma:

2,00.. 01[i,
0 2,0.0 | |i !
2 2 ligigen i 1= 20 + 2,00 + 4 207 =) 7,7 (3.62)
........ =
(-~ Z, ||

respectiv membrul drept:
Intrucat operatorul de impedanta al unei laturi poate fi de forma:

d 1
zj:Rj+Lja+C—det (3.63)

rezulta ecuatia de bilant energetic a puterilor:
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IZRJ-if+|2%[LiZi?]+IZ(éjijdt]ij=Zejij (3.64)

ce sintetic poate fi scrisa sub forma:

IZ[p +dWLj+dWCj]— I e i (3.65)
S\ dt dt = '

Particularizand pentru retele de curent continuu ecuatia de bilant a puterilor devine:

2R =2 ¢, (3.66)

3.4.2. Teorema de conservare a puterii instantanee in retelele deschise cu n borne

Fie o retea deschisa cu n_ borne de acces prin care se injecteaza curentii i, iar bornele

au potentialele v,, ca n fig. 3.37:

Retea cu
Ii
laturi
interioare

Fig. 3.37 Retea deschisd

Alegénd potentialul bornei n, ca potential de referinta rezulta tensiunile dintre bornele
exterioare: u_=u —u..
nk “n Tk

Conform teoremei substitutiei orice laturd prin care trece curent si are la borne

tensiune poate fi inlocuita fie printr-o sursa de curent, fie printr-o sursa de tensiune, rezulta ca

cele n—1 laturi exterioare corespunzatoare bornelor de acces pot fi inlocuite prin generatoare

de curent.
Aceste generatoare injecteaza in noduri curentii i, si au la borne tensiunile u . Tn acest

mod refeaua deschisa cu |, laturi si n, borne de acces a fost transformata intr-o retea inchisa cu
| +(n,~1) laturi. AplicAnd teorema de conservare a puterii instantanee in refeaua inchisd
rezulta:
li+(n,-1) I n,-1
PO = Douji; =D uji;+ > Uy i =0 (3.67)
] =1 k=1

]
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Primul termen din relatia de mai sus exprima puterea instantanee din laturile interioare
ale retelei, iar al doilea termen puterea instantanee injectata pe la bornele de acces. Relatia de

mai sus este echivalenta cu:

I; n,—1
Doujiy ) (v~ V)i =0 (3.68)
j=1 k=1

I n—1 n—1
DU v Y =D v i =0 (3.69)
j=1 1

k=1 k=:

Reteaua cu n_ borne de acces constituie un multiport, iar suma curentilor incidenti in

bornele de acces este nula si rezulta:

i =i, (3.70)

k=

LN

Alegerea potentialului bornei n, potential de referintd pentru intreaga retea rezulta ca

puterea instantanee a unei retele interioare este egala in orice moment cu puterea instantanee

injectata pe la bornele de acces.

| n.—1
Dousi; =Y v (3.71)
1 k=L

Intrucat reteaua deschisa analizata este arbitrara rezulta conform relatiei de mai sus ca
izoland o portiune de circuit dintr-o refea in orice moment puterea instantanee a portiunii

izolate este egald cu puterea injectatd prin cele n~1 borne de acces.

Inlocuirea ecuatiei Joubert, definita intre tensiunile si curentii de pe laturile interioare
ale retelei, in relatia de conservare a puterii instantanee conduce la definirea ecuatiei de bilant
a puterilor:

ne—1
[Zj][ij][ij]t_[ej][ij]t :ka Iy (3-72)
k=1
Notand:
ne—1
P, = ka I, - suma puterilor instantanee injectate pe la bornele de acces,
k=1
n—-1
P, = Ze i =[e10 j]t - suma puterilor surselor din reteaua inchisa,
j=1
ne-1
p; = Z R; ij2 - suma pierderile Joule-Lentz din reteaua inchisa,
k=1

iar W _ = (W, +W_) unde W, este energia magnetica acumulata in bobinele retelei, iar W
em L C L > C

este energia electrica instantanee acumulata in campul electric al condensatorului, se obtine:
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d\Nem
dt =Pyt P (373)

Pj+

3.4.3. Puterea maximd transferatd dipolului echivalent in curent continuu
In acest capitol se trateazi numai transferul maxim de putere in retele de c.c. Nu se
trateazd pentru cazul general intrucat operatorul de impedantd al unei laturi poate fi

z; =R+ %+Ci I dt, iar inversul acestui operator in prezenta unei excitatii variabile in
j

. . . . . . 1
timp presupune definirea relatiei de inversiune: y ;= —.
Zj
Revenind la puterea transferatd in c.c. apare necesitatea definirii conditiilor pe care

trebuie s le indeplineasca sarcina R pentru ca puterea debitatd de retea pe aceastd sarcina sa

se maximizeze. Orice retea, fatd de bornele unei laturi pasive, poate fi considerata un dipol
echivalent fie de tensiune (Thévenin) fie de curent (Norton), fig. 3.38.

Circuit redus la dipolul Circuit redus la dipolul
echivalent Thevenin echivalent Norton

Fig. 3.38 Dipol echivalent

Puterea instantanee transferatd sarcinii este egalda cu produsul dintre tensiunea la

bornele sarcinii §i curentul absorbit de sarcind, avand expresia:

2
. . u
pL=u i =R_I iZ_L (3.74)

=

Expriménd curentul din circuit cu ajutorul teoremei a Il-a a lui Kirchhoff si inlocuind,
rezultd pentru dipolul echivalent de tensiune:

u RL

abg

H 2
== =Uy ————— 3.75
L Req N RL p|_ aby (RL N Req)z ( )
Puterea exprimata prin relatia de mai sus admite un maxim pentru:
0P _ o
- Rt =0; R, =R, (3.76)
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Inlocuind in expresia puterii conditia RL:Req rezultd puterea maxima transferata unui

dipolinc.c.

= Lo _ o (3.77)

Conditia de maximizare a puterii transferate unui dipol de c.c. este ca rezistenta
dipolului echivalent sa fie egala cu rezistenta laturii (sarcinii).

Se numeste eficienta a transferului de putere (sau randament) raportul dintre puterea
debitata pe consumator si puterea sursei:

n=L (3.78)
Ps

Pentru circuitul echivalent reprezentat prin dipol echivalent de tensiune (Thévenin),
fig. 3.39:

eq a L

abg L L

Fig. 3.39 Dipol echivalent de tensiune

uab0

R+ Req

PL=Ri{, Ps=Uy i, dar i= = pg =i’(R +Ryy) (3.79)

Eficienta transferului de putere (sau randamentul) este exprimatd prin raportul

rezistenta de sarcina pe rezistenta totala a circuitului:

_P_ R 3.80
Nr P RL+Req ( . )

Pentru putere maxima transferatd sarcinii, RL:Req, iar eficienta transferului

(randamentul) este de 50%. Pentru ca randamentul puterii transferate sa fie intre 50 si 100%
trebuie ca R>R

In consecinta, ori de cate ori rezistenta echivalentd este mai micd decat rezistenta de
sarcind dipolul echivalent este de tensiune. In acest caz eficienta transferului este cuprinsi
intre n,€(0,5+1).

Pentru circuitul echivalent reprezentat prin dipol echivalent de curent (Norton), fig.
3.40. Utilizarea dipolului de curent in reprezentarea circuitelor de alimentare a sarcinii

conduce la urmatoarea relatie a puterii debitatd pe sarcina:
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R R, R?
=R i% cu i =i —2 —p =if—5 _ 3.81
PL L L=y Ry, + R, PL =14 (Re +RL)2 ( )
a iL
Ug Ig Req luL RL
b

Fig. 3.40 Dipol echivalent de curent

op.

L

R =R iar valoarea puterii maxime transferate este:

Conditia de maximizare =0, a acestei puteri la sarcind variabila conduce la

P = ——2 (3.82)

Eficienta transferului de putere pentru dipolul echivalent de curent este:

R R, R? R R
Mp=tb=— " unde p =il—= i pg=iu, =ii—— (3.83)
pS Req + RL (Req + RL) Req + RL

La putere maxima transferatd eficienta dipolului echivalent de curent este de 50%.

Pentru ca eficienta dipolului sa fie intre 0,5 si 1 trebuie ca RL<Req. In aceste conditii ori de

cate ori rezistenta de sarcind are valori mai mici decit rezistenta de sarcind, alimentarea
trebuie facuta printr-un dipol echivalent de curent.

3.5. Teoremele de transfigurare si reducere a retelelor electrice

3.5.1. Teorema Millman

Se considera o retea cu n+1 noduri §i N ramuri conectate in stea avand potentialele v, (]
=1, 2,.., n) siV, potentialul punctului comun, fig. 3.41.
Potentialul v, al punctului comun al refelei conectate in stea este dependent de

potentialelor celor n noduri prin relatia:

(3.84)
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Fig. 3.41 Retea cu n+1 noduri si n ramuri conectate in stea

Aplicand teorema I a lui Kirchhoff in nodul O se obtine:

n V.-V, V.
3, =0, dar ij=——2-"1_Y (3.85)
Inlocuind rezulta:
n V n
YAy, >E oo (3.86)
S

3.5.2. Teorema de transfigurare a retelei stea in retea triunghi

i, i, ce

Fie o retea deschisa in stea cu potentiale nodurilor Vi, Vo, Vg, Vo, iar curenti i1’ Iy, 1y

parcurg operatorii de impedan{a z,, z,, z,. S& se determine conditia necesara si suficienta

o
pentru a transfigura reteaua stea in refea poligon (triunghi).

Izoland reteaua printr-o suprafatd inchisa, aceastd suprafatd intersecteaza reteaua in
trei borne de acces. In interiorul suprafetei inchise, ¥, se figureazi 0 subretea poligon
(triunghi) pastrandu-se aceleasi borne de acces.

Conform teoremei de conservare a puterii instantanee, puterea din interiorul suprafetei

Y este egala cu puterea injectata pe la bornele de acces. Pentru configuratia stea:

3
Py, =D Vji; = Py, (3.87)
=

Din punct de vedere energetic orice element din circuit este complet definit de puterea
instantanee egald cu produsul curent-tensiune. In consecinta, puterea dezvoltatd in interiorul
suprafetei ¥, egala cu suma produselor dintre potentiale si curentii injectati pe la bornele de

acces, trebuie sa fie aceeasi indiferent de configuratia retelei din interiorul suprafetei %, fig.
3.42.
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Inlocuind potentialele bornelor de acces prin surse de tensiune cu mentinerea
potentialului bornelor de acces si a curentilor injectati prin noduri, in interiorul suprafetei X se

obtine pentru cele doud configuratii, fig. 3.43:

u23

Fig. 3.43 Potentialele bornelor de acces

Intrucét retelele deschise stea sau triunghi au fost transformate in retele inchise
alimentate de la cele trei surse pentru determinarea relatiilor de transfigurare se aplica
principiul superpozitiei, fig. 3.44.

Alimentarea pe la bornele 1-2:
a. pentru stea: v,-v,=(z,+z,) i ;
b. pentru triunghi: v, —v,=[z,, || (2,,+2,)] i ;

Impunand conditia de egalitate a potentialelor si curentilor injectati prin nodurile de
acces rezulta:

21y (213 +2,3) (3.88)

2,%7, =1 Zyg T 25)=
1742 12”(23 31) Ly + 255 +2s

Se procedeaza similar pentru alimentarea pe la bornele 2-3 respectiv 3-1 rezulta:
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Zoal\Zyy + 2
2+ 23 = 15|[(2; + 235) = 2522 ¥ 25) (3.89)
Zyp tipntiy

Zia\Z49 + 2
Z1 + 23 = Z13” (212 + 223) = % (390)
12 23 31

o A2
AL

Fig. 3.44 Retele stea sau triunghi transformate in retele inchise alimentate de la surse

31

23

Se obtine un sistem de trei ecuatii ce trei necunoscute. Relatiile pentru transformarea

triunghi-stea se obtin scazand relatia (3.89) din relatia (3.90) si insumand rezultatul cu relatia
(3.88).

(3.90) - (3.89) = 7, — 7, = “2%u ~Znlu (3.91)
g tZytiy

22,524

(3.88) +(3.91) = 2z, (3.92)

Zyp tZp3+ 1y

Se obtine astfel, fig. 3.45, iar operatorii de impedanta Z,,Z,, 2, sunt dati de urmatoarele

relatii:

P L (3.93)

Zp t Ity

7, =—22fn (3.94)

ZiptZy3+ 1z

7, = talm (3.95)

Zp t Ity
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Z23

Fig. 3.45 Transfigurarea stea-triunghi
Relatiile pentru transformarea stea-triunghi se obtin astfel:

z Loy + 12
2,412, = 12 (Zp3 + 23) (3.96)
Zyp t 2tz

., Z
4 _hs (3.97)
Z; Ixn
2,z z
L=" o5 7,.=7,-2 (3.98)
Z3 Ixp Z;
z, Z z
R M M (3.99)
3 Iz Z,
Inlocuind rezulta:
z
3 3
Zyy [212 2 + 2y . J
2,+2,= ! 2= (3.100)
3 Z3
Lyt 2y —+1p
1 Z,
z z z z
(zl+zz)[1+—3+—3J=z12 [—3+—3J:> (3.101)
I 1 L
z z z z
(zl+zz)+(zl+zz)[—3+—3J=z12 [—3+—3J:> (3.102)
7 5 7
Z,+7 Z,+17
=+l = 4, +— = (3.103)
R T Yt 72,4+ 2,2
%3 %3 243+ 234
5, I 2,7,

2,2, (3 + 2,)

212 = Zl +22 +
23(2,+2,)

(3.104)
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2, =2, +2,+ Z;ZZ (3.105)
3
Similar:
Zy3=2,+25+ 22223 (3.106)
1
1y =23+2, + ijl (3.207)
2

Operatorul de impedanta al laturii particularizat pentru laturi rezistive ZJ:SLJ. respectiv

pentru laturii inductive z; = La sau zj:sLj permite determinarea relatiilor de transfigurare a

rezistentelor respectiv a inductivitatilor.

In cazul condensatoarelor, operatorul de impedanta al laturii este produsul a doi scalari

1/CJ. si integrala in raport cu timpul z, = ! _[ dt sau z, =%. Astfel:
j _

C J
1
11,1 GG (3.108)
C23 C2 3 i
Cl
ca dupa efectuarea calculelor rezulta:
C,C
C,=—-2v3 3.109
27 C+C, +C, ( )

3.5.3. Teoremele de reducere a retelelor la dipol echivalent

3.5.3.1. Reducerea retelei serie la dipol echivalent

Fie o retea cu S elemente cuplate magnetic conectata in serie, fig. 3.46. Tensiunea pe
elementul k cuplat magnetic cu (s-1) elemente este:

s-1 S S
i1 i1 1
u
//_—_e\)
V- N V' VN
i, —— ——> N 4 —
ul u2 uk un

Fig. 3.46 Retea serie de s elemente cuplate magnetic
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Intrucat tensiunea unei bobine necuplate magnetic poate fi scrisa in forma: u, = z, i,

S
rezultd operatorul atasat acesteia: z,, = Z Z, .
j=L

In consecinta, reteaua cu S elemente cuplate magnetic este transformata intr-o refea

fara cuplaje magnetice de operatori z, .

In reteaua fara cuplaje tensiunea la bornele dipolului este:

S S
Up= D2, =Z0o Y Zigly = Zd,, dar i =i (3.111)

Z, = Zs: Zy = i[i zij =1z, (3.112)

u
e u
_————‘/_\-) e
«— e
€ 1* €, K* € Ze*
>—@—>————@———< n >-@—>———<

i I
e

Fig. 3.47 Retea serie de s surse si elemente cuplate magnetic echivalata
cu o sursa si un element de circuit

S
Reteaua cu cuplaje se poate transforma in retea fara cuplaje de operatori z,, = Zij :
j=L

S
Aplicand ecuatia Joubert atat retelei cat si dipolului Zek +U =sz0ik - retea fara
k=1

cuplaje; e +u=z i_- element dipolar echivalent.
e ee

n
Rezulta, prin identificare tensiunea electromotoare echivalenta e, = Zek si operatorul
k=1

S S
de impedanta echivalent z, = Z Z, .
ko

3.5.3.2. Reducerea retelei paralel la dipol echivalent
Se considera n elemente legate in paralel din care s elemente sunt cuplate magnetic,
fig. 3.48. Se exprima curentul prin elementul k cuplat magnetic, respectiv necuplat magnetic

S S
si se identifica i, = Zykjuk, =Yl = Yeo= Zykj . Curentul total al dipolului este:
j=1 j=1
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n

n n S n S
YU, =1 = Zik = Zykouk = Ye= Zzykj = Zi: zzi (3.113)
k=1 i

k=1 k=1 j=

Fig. 3.48 Retea paralela de s elemente cuplate magnetic

Se considera o retea paralel cu cuplaje si generatoare de tensiune. Se transforma
reteaua cuplatd magnetic intr-o retea fara cuplaje, iar apoi in dipol echivalent, fig. 3.49.

In reteaua paralel fird cuplaje avem ecuatia Joubert:
e, Fu, =z, sau i, =Yy, +VU, (3.114)

Aplicand teorema | a lui Kirchhoff rezulta:

SOIONOL

Fig. 3.49 Retea serie de s surse si elemente cuplate magnetice

n
de-curent: i, =iy +yU=i, =Y Y&
k=1

>
>

=) ik =) V& +Z:ykuk = Dipol = | ZYkek (3.115)
= de-tensiune e, = % — kL

Yo N
éyk
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n S
Ye = zyk cu y, = Zij ; & + U = Z ik =>Uy =2, i — € (3.116)
j=1

k=1

3.6. Probleme rezolvate

1. Sa se determine tensiunea intre bornele a si b din circuitul dat in fig. 3.50. Se

CUNOSC: R1:SQ, RZ: 7Q, e1:ZOQ, e2:3OQ, e3:10£2.

e, =30V
R,=3Q 2 i a R=5Q
—1 ( :) > Py | e |
he—
- —
N
— 4 =10V
&=20V G>> TI9 ey <G s
L
b

Fig. 3.50 Circuit electric
€q =€ +€, +83 =20-10+30=40V

R =R +R, =3+5=8Q

Uy = Ryi+e; =35V

2. 84 se determine intensitatea curentului intre punctele a si b (prin R)), fig. 3.51. Se

cunosc: R,=4Q, R,= 602, €,=32V, R,=2Q, R,=62, R =20, e_.=20V..

€eq =€ +85=32-20=10V

eq = RiR, + ReRs =2,4+15=3,9Q
Ri+R, R,+R;
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R,=4Q R.=6Q R,=6Q R.=2Q

( e,=32V g 6,=20V

oe

Fig. 3.51 Circuit electric

= 32 _aop =% 20 55,
R, +R, 10 R,+R; 8

Uy =U, —Up, = Ryiy — Reis =6-32-6-25=14,2V

j—to _%2_5qp
R, 2
a o b

°
R,=4Q R,=6Q
i
1
e2:3

/—\ ‘
R 4:69 RS:ZQ
uac ubc V/> i
2
2V g e5:20V
L 4

c

Fig. 3.52 Circuit electric

3. Sa se determine puterea de la bornele unei baterii de rezistenta interna r, care
alimenteaza un consumator RSZSQ, fig. 3.53. Se cunosc: iSC:10A, e =24V.

@ L)

Fig. 3.53 Acumulator electric
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. Uy =€—ri
a)ingol: . =e=U, =24V

THK: e=ri+tu=u=e-ri = o
b)in scurtcircuit: 0O=e—rig, =r =_i =—=240Q

ISC

r a r a
L 1—o 1 —-o
~— ~—_ :
@ L@ -
b b
a) b)

Fig. 3.54 Acumulatorul electric functioneaza a) in gol, b) in scurtcircuit

p=ui=Ri?

u=Ri — p=24-324=77,76W
N T YT I

Ry = +R, =7,4Q (1R, 7.4

4. Sa se determine rezistenta R, din circuitul prezentat in fig. 3.55. Se cunosc: e, =10V,
e,=20V, e,=30W sip . =100W ce reprezintd puterea maxima transferata la bornele rezistentei

de sarcina RS )

a
®
R R R
e, =10V &,=20V &,=30V " R,
—@
b
Fig. 3.55 Circuit electric
€ = R-I
e, e
e e, e :eequ[&+ 2+—3]=20V
==, i,=-%, iy= 3\ R
R R R
2 2
u
P max =—:>100=%:> R=3Q
4 eq 4 —
3
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Fig. 3.56 Circuitul echivalent

Conditia de maximizare a puterii transferate unui dipol de c.c. este ca rezistenta

dipolului echivalent sa fie egald cu rezistenta sarcinii, R=R..
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4. Circuite electrice liniare in
regim permanent sinusoidal

4.1.Semnale periodice, alternative si sinusoidale

4.1.1. Definigii

Tn regim variabil valoarea a(t) la un moment dat, a unui semnal oarecare (t.e.m, curent,
tensiune la borne) poarta denumirea de valoare instantanee.

Se numeste semnal periodic un semnal variabil n timp care la intervale egale de timp

trece prin aceleasi valori luate in acelasi sens. Un astfel de semnal satisface relatia:
a(t)=a(t+kT), k=0,%1+2.. (4.1)

unde T este perioada ce reprezinta intervalul de timp intre doud treceri consecutive, ale

semnalului considerat, prin aceeasi valoare si in acelasi sens, fig. 4.1.

a(t) T

A
\

Aw Amed

\4

Fig. 4.1 Semnal periodic

Inversul perioadei poartd denumirea de frecventd si reprezintd numadrul de treceri

efectuate in unitatea de timp. Unitatea de masura in Sistemul International este Hertz-ul:
1
f =7 [Hz] 4.2)

Valoarea medie a semnalului este egald cu media aritmeticd a valorilor instantanee pe

o perioada si este exprimatd matematic prin relatia:

t, u+T
1

1
Ang =———[a( dt=" [a(t) ot (4.3)

2 _tl t t

Un semnal periodic a carui valoare medie pe o perioada este nuld poarta denumirea de
semnal alternativ, fig. 4.2.
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a(t)

A
) AV

Fig. 4.2 Semnal alternativ

Valoarea efectiva (eficace) a unui semnal alternativ este data de relatia:

(4.4)

Sensul fizic al valorii efective al curentului 1l reprezinta valoarea curentului continuu
ce ar dezvolta aceeasi cantitate de caldura intr-un rezistor liniar in intervalul considerat (de
obicei pe o perioadd).

(4.5)

daci t-t1=T, atunci:

(4.6)

Marimea sinusoidald este o marime alternativa a carei expresie analitica poate fi pusa
sub forma functiei sinus:

a(t)= A, sin(ot+y) 4.7)

unde: - A_ este valoarea maxima (amplitudinea semnalului);

- (ot+y) este argumentul sau faza semnalului;

- o este pulsatia, care se poate scrie w=2nf =2T—”[rad/s], sau viteza unghiulara a

fazorului (vectorul rotitor)

- v este faza initiala.

Faza initiala se masoara de la ultima trecere prin zero in sens crescator pana la originea
sistemului de coordonate. Faza initiald este pozitiva (y > 0), daca la t = 0 marimea sinusoidala
avea valoarea instantanee pozitiva. Faza initiala este functie de momentul alegerii sistemului
de coordonate (t = 0), fig. 4.3.
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a(t) a(t)

Y
v<0 v>0
Fig. 4.3 Faza initiala a unui semnal sinusoidal
Doud mdrimi sinusoidale de aceeasi frecventd, a, (t)=Assin(ot+y,) si
a,(t)=Asin(wt+y,) se numesc defazate dacd, diferenta fazelor lor egald cu diferenta fazelor

inifiale este nenula.
ot+7y; —(ot+7,) =7, -7, #0 (4.8)

Diferenta fazelor initiale se numeste defazaj (notatd ¢ = y; — v2) si se masoara in
radiani. Defazajul dintre marimi poate fi, fig. 4.4:
> ¢ =v,~v,>0 -semnalul a, defazat inaintea semnalului a, (trece Tnaintea lui a, prin 0)

> ¢ =1v,—7,<0-semnalul a, defazat in urma semnalului a,;
» ¢ =0 -semnale in faza,
> = J_rg - semnale in cvadratura;
» ¢ =+n -semnale in opozitie de faza.

a,a,

a2
al
ot
9|,
yl

Fig. 4.4 Faza initiala a unui semnal sinusoidal
Operatii cu marimi sinusoidale:
a. derivata unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal, dar defazat inainte cu % si

cu modulul de o ori mai mare.
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%zwA1 cos(ot +7y,) =wAlsin(wt+yl+%) 4.9

b. integrala unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal, dar defazat in urma cu g si

cu modulul redus de o ori.

Ial dt= ~fAlsin(oat +y,)=— A cos(ot +7y,) = A sin(ot + v, —g) (4.10)

(V) (V)

4.1.2. Producerea t.e.m sinusoidale

Cel mai simplu procedeu de obtinere a unei t.e.m. sinusoidale consta in rotirea, Cu
viteza unghiulara uniforma ®, a unei spire conductoare intr-un cdmp magnetic omogen de
inductie B, fig. 4.5.

i 0

E XX XX XX

| XX XixgXx|[X ,

: B X[X XIX X]|X =
Q\@(@tmxxx;xxx g e TNO

: - XX XX X|X A" N

: ndA |;| YYYYYYVYY

N o
a) b) C)

Fig. 4.5 Producerea t.e.m.
a) spira rotita intr-un cAmp magnetic de inductie B, b) spira in cdmp magneric omogen: c)
unghiul o dintre liniile de cAmp si normala la planul spirei:

Conform legii inductiei electromagnetice, t.e.m. indusa in spird este:

dp  d (= d —
=——"=——||BndA=——|NBAcos(Bn 4.11
dt dtg il @) (4.1
d . da
e=-—[NBAcosa]=—NBA(-sino)— = (4.12)
dt dt
e=wBAsin(ot+7) =0 ®,,, sin(wt +7v) (4.13)
[0

max

Expresia t.e.m. induse poate fi scrisa si sub forma:
e =+2 Esin(wt+7) = E, sin(t +7) (4.14)

Ccu:
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_En 2nfd, 2nf
V2o 2 V2

Valori caracteristice semnalelor sinusoidale:

E NBA=444f NBA (4.15)

a. valoarea medie pe o perioada prin definitie este nula:
1 . 1 1 T
Eped = ?L E,, sin(ot +vy) dt = T E, - cos(ot + y)|0 =0 (4.16)

b. valoarea medie pe o semialternanta:

T v T
@, 2 o 2
et =Ti [ Ensinot +1) dt=$%cos(mt+y) N (4.17)
2 ’
2 E T 2 E 2E
£ Em _ — =L =M 41|=2=m 4.1
Erned T 2% {COS(O) cos(zﬂ T o [1+1] . (4.18)
T T
c. valoarea efectiva:
E= le(E sinot)?dt = leEzsinzwtdt (4.19)
Thm Th " '
Ez\/ijT Erﬁldt—ljT EZ cos 2cotdt=\/lEr§1 (4.20)
T Jo 2 T Jo T 2
E
E==m 4.21
N (4.2)
In regim sinusoidal se definesc urmitorii factori:
a. factorul de amplitudine:
E val. max.
K o=—m_.>2 e e 4.22
°E val. efect. (422)
b. factorul de forma:
En
K, - E _J2 _ = _val. efect_. (4.23)
Evea;, 2g 22  val medie pe semialternanta
m
T
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4.2. Reprezentiri simbolice ale semnalelor sinusoidale

4.2.1. Introducere
La o frecventa data orice semnal sinusoidal este complet determinat de doud marimi
scalare:
- amplitudine (sau valoare efectiva);
- faza initiala.
Metodele de reprezentare simbolica a marimilor sinusoidale constau in stabilirea unor
reguli ce asociaza fiecarei marimi sinusoidale o imagine in urmatoarele conditii:
- reprezentarea sa fie biunivoca (fiecarei marimii I Se asociaza 0 singurd imagine si
invers);
- operatiilor de derivare si integrare sa le corespunda operatii simple cu imagini;

- transformarea sa fie cat mai simpla (in ambele sensuri).

4.2.2. Reprezentarea geometricd (prin fazori)
Aceasta cuprinde doud aspecte: unul cinematic si unul polar.

4.2.2.1. Reprezentarea cinematicd (nesimplificata)

In aceasta reprezentare, unei mirimi sinusoidale i corespunde un vector de modul egal
cu amplitudinea +/2A care se roteste in plan in sens trigonometric cu viteza unghiulari egala
cu pulsatia ® s1 formeazd in fiecare moment t cu o axd de referind un unghi egal cu

argumentul (wt + y), fig. 4.6.
a(t) =+/2Asin(ot +7) (4.24)

Se noteaza 0X, axa ce formeazd cu vectorul V2A unghiul vy, axa care se roteste cu

viteza m. Aceasta se numeste axd origine de faza.

Yo
M \(,)
V2 A X \ ®
a(t) y ‘
ot+y ot
— X
0 Y, 0
M

1

Fig. 4.6 Reprezentarea cinematica a unei marimi sinusoidale
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Vectorul rotitor de modulv2A si argument (ot + y) se numeste fazor cinematic, iar
proiectia lui pe axa Oy este egala cu marimea instantanee. Se noteaza fazor cinematic al

marimii a(t):
Fla)]? v2A|ot+y=F,  notatia Kennell (4.25)

Operatii cu fazori:

a. amplificarea cu un scalar a unui fazor este un fazor cu modulul marit de A ori, fig. 4.7:

ra(t) > V2hAlot+y=F, (4.26)

ra(t) & V2rAjot+y =F,

Az A \m

a(t)
J2 A
ot+y
0 %

Fig. 4.7 Amplificarea cu un scalar a unui fazor

b. adunarea a doi fazori este tot un fazor, fig. 4.8:

a,+a, . OA, +0A, =+2Aot +y, +V2A, ot +y,=F, +F, (4.27)

Yo

Fig. 4.8 Adunarea a doi fazori

Rezultatul adunarii este o marime sinusoidala de amplitudine:

\/EA=\/§\/A12+A12+2A1A2C05(Y1_Y2) (4'28)
iar argumentul este:

_ Asiny, + A,sinvy, (4.29)
A cos vy, + A, cosy,

tgy
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C. operatiilor de derivare si integrare a marimilor sinusoidale le corespund urmatorii fazori
geometrici, fig. 4.9:

‘;—? = %(ﬁAsin(wt +7)) =v2 © Acos(wt +7) = V2 @ Asin(ot + v +g) (4.30)
d N b1
—(@) 2 V2oAot+y+- =F, (4.31)
dt 2 ¢
yO
94
Fg
J2A
0~2A /2
ot+y
XO
-1i/2
(w)2 A
Fy,
Fig. 4.9 Derivare si integrare a marimilor sinusoidale
Similar integrarii 1i corespunde un fazor geometric:
T
[fadt =2 Rot+y-Z=F, (4.32)
0 ® 2 '

4.2.2.2. Reprezentarea polara

In reprezentarea cinematici vectorul se roteste cu o fatd de axa fixa Ox, (vectorul

rotitor se numeste fazor). Intrucét axa origine de faza se roteste cu aceeasi viteza o (axa OX),
reprezentarea acestui vector, fatd de axa origine de faza, conduce la exprimarea marimii
printr-un vector fix, de argument egal cu faza initiala si modul egal cu valoarea efectiva,
numit fazor polar.

a(t) =v2Asin(ot+y) 2 Ay=F,(a(t)) fazor polar 4.33)
« p
%:ﬁwAsin(wt+y+g) 2 0A y+% (4.34)

J.Tadt ::ﬁé mt+y—£=Fg_ (4.35)
0 ® 2 '
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4.2.2.3. Reprezentarea analitica (in complex)

Dacd planului geometric y,OX, i se atageaza planul complex cu axa imaginard Oy, si

axa realda Ox; se obtine reprezentarea in complex nesimplificat a marimilor sinusoidale.

Varfului vectorului A Ti corespunde un punct in planul complex, iar vectorul OA este un

vector in planul complex. Daca axei origine de fazd Ox 1 se ataseaza axa reala a planului
complex (axa ce se roteste cu , atunci vectorului din planul polar ii corespunde un fazor fix,

de modul egal cu valoare eficace si argument egal cu faza initiala (complex simplificat)).

4.2.2.3.1. Reprezentarea in complex nesimplificat

Oricarei marimi sinusoidale a(t)=A /2 sin(wt+y) i corespunde Tn planul complex

mirimea: a=A/2 ej(mm), fig. 4.10:

In

G A

+] ot+y

Re

0 +1

Fig. 4.10 Reprezentrea in complex nesimplificat

Trecerea inversa (proiectia pe axa imaginara).

a(t) = Im{al = Sm{Acos(ot +7) + jAsin(wt + 1)} =2 Asin(ot +y)

Daca: a(t)=A+/2 sin(wt+y) = a=A2 ej(mm), trecerea inversd implica: a(t) = Refa}

Operatii in complex:

a. Inmultirea cu un scalar:
ra=+2 1 Al <

b. derivarea:

% = jw\/E Al o jwa

(4.36)

(4.37)

(4.38)

transforma operatia de derivare in operatie algebrica de inmultire cu jo. Versorii atasati

planului complex sunt +1 pentru axa reala si +j pentru axa imaginari, si redau rotirea cu 90°

grade a versorului axei reale.
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c. integrarea:

J‘gdtz_i\/?Ae"(“"”) =_ig ; J'dtz_i (4.39)
Jo Jo Jo

transforma operatia de integrare a marimii sinusoidale in impartire la jo. Dupa cum se

observa, operatiile integro-diferentiale sunt transformate in operatii algebrice.

4.2.2.3.2. Reprezentarea in complex simplificat

Intrucat in teoria circuitelor se gisesc marimi de aceeasi pulsatie, se utilizeaza
reprezentarea in complex simplificat - ce renunta la V2 in reprezentarea vectorului complex
si la viteza de rotire ®. Fazorii complecsi sunt in repaus relativ fata de axa origine de faza.

O astfel de reprezentare se obtine identificand planul complex cu planul abstract al
fazorilor polari (axa reala atagata axei origine de faza).

In concluzie oricirui semnal de forma a(t)=A /2 sin(wt+y) Ti corespunde n planul
complex marimea A:Aejy.

Marimea complexa A are modulul egal in valoare efectiva si argument egal cu faza

initiald y. Intre valoarea instantanee complexi a si valoarea efectivd complexa A exista relatia:
a=Ay2e" (4.40)

Trecerea de la valoarea efectivd complexa la semnalul sinusoidal (reprezentarea in

domeniul timp) se face utilizand relatiile:

a(t) = {Re {\/Eejm A} daca a= \/EAcos(oat +7) (4.41)

I {\/Eej"’té} daci a=+/2Asin(ot +7)

4.3. Parametrii circuitelor liniare de curent alternativ

4.3.1. Introducere

Parametrii unui circuit in curent alternativ sunt:
» R - rezistenta;
» L - inductivitatea (M inductivitatea mutuala pentru cuplaje magnetice);
» C — capacitatea.

Se considera un dipol liniar pasiv caruia i se aplica la borne tensiunea, fig. 4.11:

u(t) =U, sin(t +7y,) =U+2sin(t +7,) (4.42)
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i(t) j_
o—p>—

u(t) DIPOL poate fi: R L C
>

Fig. 4.11 Dipol liniar pasiv

Dipolul fiind liniar (y = k X) rezulta ca circuitul dipolar este strabatut de un curent de aceeasi

forma cu excitatia (tensiunea) adica tot sinusoidal de forma:

i(t)=1_sin(t+y,)=1v2sin(@t +7,) (4.43)

4.3.2. Raspunsul circuitelor liniare in curent alternativ (analiza comparativa)

Excitand un dipol liniar pasiv cu un semnal sinusoidal, raspunsul acestuia depinde de
parametrii dipolului, dar are aceeasi forma de variatie sinusoidala. Parametrii dipolului
functionand domeniu timp sunt rezistenta, inductivitatea si capacitatea. Se va determina
raspunsul dipolului pentru o excitatie sinusoidala cunoscuta, cand dipolul contine rezistenta R,
capacitatea C, inductivitate L sau combinatii (Serie, paralalel) ale elementelor de circuit RC,
RL, RLC.

4.3.2.1. Raspunsul in c.a. al elementelor simple de circuit
4.3.2.1.1. Rezistorul
a. Raspunsul rezistorului in c.a. - analiza in domeniul timp
Aplicand o tensiune alternativa: u(t)=U_sin(wt+y,) unui rezistor, fig. 4.12, in baza

ecuatiei caracteristice U = Ri rezulta curentul prin rezistor:

i:%:u?msin(mt+yu) —1_sin(ot +7,) (4.44)

Y

® [ /7

Fig. 4.12 Raspunsul rezistorului in domeniul timp la aplicarea unui semnal
sinusoidal de tensiune
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Indentificand, se obtine:
I =250 Yi=Yu, ©=7Y, Y (4.45)

Pentru o rezistentd, amplitudinea tensiunii $i curentului satisfac relagia lui Ohm

(U_=RI ) si intotdeauna curentul $i tensiunea ramén in faza.

b. Raspunsul rezistorului in c.a. - analiza prin reprezentari simbolice
Utilizand reprezentarile polare si in complex simplificat se obfin urmatoarele

diagrame, pentru tensiunea si curentul unui rezistor.

+ reprezentare polara, fig. 4.13:

Un

V2

u=U,sin(ot+vy,) - F,{u}=

Yo (4.46)

U U |
i=—"sin(ot+y,) > F{}=—"—|y, =—vi 4.47
Rosin(otr1) > Fllk=—2 ﬁ\y_ (4.47)
Im
Re
Fig. 4.13 Reprezentarea polara a tensiunii si curentului
prin rezistor
+ reprezentare in complex, fig. 4.14:
u=U,sin(ot+vy,) - U = Yn g (4.48)
— 2
U, . U i I
u=—"sin(owt + — | =—M gltv =M glti 4.49
cu relatiile inverse:

u=Re{U &2 (4.50)
i=Re{l e'V2| (4.51)
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Re

Fig. 4.14 Reprezentarea in complex a tensiunii si curentului
prin rezistor

Indiferent de tipul analizei (in domeniul timp sau simbolicd) raspunsul rezistorului in
curent alternativ este definit de rezistenta R. Relatia dintre semnalul de excitatie si raspuns

este liniard, marimile fiind in faza.

4.3.2.1.2. Bobina
a. Raspunsul bobinei in c.a. - analiza Tn domeniul timp

Considerand excitatia in tensiune de forma u(t)=U_sin(ot+y,) dependenta curent -

tensiune este data de relatia:

i1 v L(U s _ -1
|(t):rjouL(t)— Ljoum sin(ot +v,)dt= —=U , cos(at +,) (4.52)

.y o . . . R . s
se utilizeaza identitatea trigonometrica: sino = cos(oc - —j ,

it) =ﬁumsin(mt+yu —90%) =1, sin(et+7,) (4.53)

Amplitudinea curentului si faza iniiald sunt date de relatiile:

Un

| =—-"
" oL

Y =v, —90° (4.54)

Defazajul, intre rdspuns y(t)=Y _sin(wt+yy) si excitagie x(t)=X_sin(ot+yx), prin definitie
este: ¢ = Yy~ Yy (defazajul fazelor initiale dintre raspuns si excitagie).
Constanta de proportionalitate dintre amplitudinile curentului si a tensiunii aplicate

este dependenti de frecventi. Intotdeauna curentul prin bobina este defazat in urma tensiunii,
cu un unghi de 90, fig. 4.15.

7T 7T
g I oy g 2T 4.55
U T A e (4.55)

Pentru bobind, rezultd un defazaj a curentului cu 90°Tn urma tensiunii.
Daca semnalul aplicat este un curent, rezultd tensiunea defazatd inaintea curentului cu

90° si cu amplitudinea: U =oLl_.
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A 4
S

® 3 A

Fig. 4.15 Raspunsul bobinei in domeniul timp la aplicarea unui semnal

sinusoidal de tensiune

b. Raspunsul bobinei in c.a. - analiza prin reprezentari simbolice

Reprezentarile in coordonate polare si complex simplificat conduc la urmatoarele

diagrame intre tensiune si curent:

+ reprezentare polara, fig. 4.16:

. U
u=U,sin(ot+y,) > F{u}=

7

Yy

Y, —90°

=U—Sln(0)t+yu -90°) - F{i}=
oL

J_m

pr{u} Re

o/

¢

i}y

Fig. 4.16 Reprezentarea polara a tensiunii si curentului
prin bobina

+ reprezentare in complex, fig. 4.17:

. U,
u=U,sin(ot+y,) eng;e”“

. . | ; .
|=U—msm(oa'[+yu —90°) — |=—=m i)
oL

\/E(DL
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.:Q Re

Fig. 4.17 Reprezentarea polard a tensiunii si curentului prin
bobina

4.3.2.1.3. Condensatorul
a. Raspunsul condensatorului in c.a. - analiza in domeniul timp

Considerand excitatia in tensiune de forma u(t)=U_sin(ot+y,) fig. 4.18, dependenta

curent-tensiune este data de relatia:

i=C((jj—l:=(x)CUmCOS((x)t+yu)=(x)CUmSin((x)t+yu +%) (4.60)

Se utilizeaza identitatea trigonometrica: cos o :sin(ow%}, jar curentul se poate scrie sub

forma:
i = CU,, sin(ot +7, +%) = 12 sin(ot+7v,) (4.61)
unde
7T 7T
V. 4.62
VisVets 0=V Y=g (4.62)

Amplitudinea curentului si faza initiala sunt date de relatiile:
l,=oCU,, v,=v,+90 (4.63)

u, i
! 0

UCD —c 7

A 4

Fig. 4.18 Raspunsul condensatorului in domeniul timp la aplicarea unui
semnal sinusoidal de tensiune
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Tntre amplitudinile curentului si a tensiunii existd o dependenti liniara in orice moment
data de valoarea capacitatii inmultita cu frecventa unghiulara (sau pulsatia).

in cazul exemplului considerat excitatia este tensiunea, iar raspunsul este curentul
implicand: ¢ =y,—y,= 90"

Pentru un condensator, rezulti un defazaj a curentului cu 90" Tnaintea tensiunii.

b. Raspunsul condensatorului in c.a. - analiza prin reprezentari simbolice
Reprezentarile in coordonate polare si complex simplificat conduc la urmdtoarele
diagrame intre tensiune si curent:
+ reprezentare polara, fig. 4.19:
: U
u=U,sin(ot +v,) = F{u}=—"2y, (4.64)

NG

oCU

7

i =oCU,sin(ot+v, +90°) - F{i} =
ImI
F {i}

\(P
pr{u} Re

Fig. 4.19 Reprezentarea polara a tensiunii si curentului
prin condensator

v, +90° (4.65)

0

+ reprezentare in complex, fig. 4.20:

U .
u=U,sin(ot+y,) > U=—"2¢gl" 4.66
i = wCU._sin (ot +, +90°) > | :%e“%”‘” (4.67)

\‘P U
»— Re

Fig. 4.20 Reprezentarea polara a tensiunii si curentului
prin condensator

0

173



Teoria Circuitelor Electrice | Circuite electrice liniare in regim permanent sinusoidal

Raspunsul condensatorului in curent alternativ este definit de doud marimi si anume

amplitudine si defazaj.

4.3.2.1.4. Cazuri limita ale bobinei §i condensatorului

La frecvente joase (sau in c.c.) condensatorul se comporta ca un circuit deschis, iar la
frecvente inalte ca un scurtcircuit.

Bobina in c.a. la frecvente joase se comporta ca un scurtcircuit, iar la frecvente inalte
ca un circuit deschis.

Condensator, Capacitate , C Bobini, Inductanta, L

Circuit de c.c. u

|, =0CU_ -0 l,=—" >
ow—0 ol
Frecvente Tnalte U

I, =0CU_  —>»© l,=—"—>0
O —> © oL

4.3.2.1.5. Concluzii ale analizei comparative
Analiza comparativa a celor trei elemente simple de circuit indica pana in prezent:

> Tn domeniul timp, parametrii dipolului sunt amplitudinea raspunsului si defazajul;

» in reprezentarea simbolicd, parametrii dipolului pot fi definiti prin generalizarea relatiei
lui Ohm. Daca in c.c. U = Rl atunci in c.a. intre valorile maxime ale tensiunii si curentului
constanta de proportionalitate este dependentd de natura dipolului (R, L, sau C), dar si de
frecventa semnalului de excitatie.

O generalizare a relatiei lui Ohm impune introducerea unui parametru al dipolului care

sa exprime abilitatea acestuia de a se opune trecerii curentului (similar definitiei R n c.c.).

Aceastd marime se numeste impedantd, Z, fiind raportul dintre valoarea efectiva a tensiunii si

valoarea efectiva a curentului:

7 :UI_ >0, [Q] (4.68)

Admitanta, Y, reprezinta, din punct de vedere fizic, raportul dintre valoarea efectiva a
curentului si valoarea efectiva a tensiunii de la bornele dipolului.

| Loy 1
Y=5>0 Sl Y= (4.69)

Dipolul poate fi caracterizat in coordonate polare prin impedantd Z si prin defazaj o,

deci perechea impedanta-defazaj sau admitanta-defazaj caracterizeaza dipolul.
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4.3.2.2. Raspunsul in c.a. al unui dipol de ordinul I. Analiza in domeniul timp
Se numeste dipol de ordinul I acea laturd din circuit ce contine combinatii intre un
element de circuit disipativ (R) si un element de circuit ce acumuleaza energie (C sau L).

4.3.2.2.1. Dipol RC

Daca acesta este alimentat de la o sursd de tensiune u(t)=U_cos(ot) aleasa origine de
faza, dipolul reactioneazd modificand raspunsul (curentul) atat in privina valorii efective cat
si al defazajului, fig. 4.21.

Aplicand teorema a ll-a a lui Kirchhoff si tindnd cont de conexiunea serie si de
curentul prin condensator:

du

i=C—= 4.70
o (4.70)
iar,
U=Ug +Uc =Ri+u. = uc =(u-Ri) (4.71)
. C
! |1
A
~~—~7
Ue
N\
10) /D o(| |7
Fig. 4.21 Dipol RC alimentat de la o sursa de tensiune
rezulta,
i:CE(u—Ri)zcd—u—RCﬂ (4.72)
dt dt dt

ecuatie diferentiald de ordinul I in raport cu curentul:

rc I i_cdu (4.73)
dt dt

—oRClI , sin(wt + @) + I, cos(ot + ¢) = —oCU , sin ot (4.74)
Utilizand identitatile trigonometrice:

sin(mt + @) = sin ot cosg + sin @ cos wt

. . 4.75
cos(wt + @) = coswt cose —sinmtsin @ (4.75)

inlocuind si identificand:

— oRCI  (sin ot cose +sin ¢ cosmt) + |, (cosmt cose —sin ot sin @) =-oCU _ sinwt  (4.76)
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se obtine:
cose—wRCsine=0
I, (sinp+®RCcosp)=wCU ,

Din prima ecuatie rezulta defazajul :

tap = ———
9= 0RC

iar din a doua ecuatie valoarea amplitudinii curentului:

U, oC U, U, U, oC
| m = . sau Im = — = =
SIn(P+(DRC CoS @ Z \/R2+ 1 \/1+(RC)2(02
22
oC
Utilizand identitatea trigonometrica:
J1+tge
si aplicand relatia (4.78) rezulta:
J1+ (0CR)?
Amplitudinea curentului devine:
| - U,oC 3 U,oC _ U,  oRC
™ coso[tge + ®RC] oRC { 1 +(0RC} R 1+ (@RC)?
J1+ (oRC)? LoRC
L ZUn oRC Uy
2 R
R 1+ (wRC)

iar defazajul:

¢ =arctg (LJ =arctg 1l —arctg(owRC) = 90° — arctg (wRC)
oRC

4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

~ 1 . e - .
Notand cu o, == frecventa (Sau pulsatia) caracteristicd, dependenta numai de

parametrii dipolului, atunci functia H(®), denumita amplitudine, reflectd marimea raspunsului

in c.a. fatd de raspunsul dipolului in c.c., iar defazajul ¢ (m)=90°—arctg (2
®g

functiei de frecventa redate in fig. 4.22.
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o
H (@) = ——2— (4.85)
1+(Co
)
H(w) o(w)
1 90’
0,707
45°
(O] (O]
0\ ~ I\ ~ J 0)0 0 1 0)0

banda interzisa ~ banda de trecere

Fig. 4.22 Amplitudinea si defazajul dipolului RC functie de frecventa

Cazuri particulare:

.
a. Daca—>>1
O

Functionarea la frecvente inalte conduce la H(w)—1, si in consecinta condensatorul se
comportd ca un scurtcircuit, defazajul ¢(w)—0, iar circuitul se comporta rezistiv. Intreaga
tensiune a sursei se aplicd rezistentei. Dipolul are comportament rezistiv. Fizic, la frecvente

inalte condensatorul nu are timp sa se incarce cu sarcing, fig. 4.23 a).

O
b. Daca — <«<1
Oy

Functionarea la frecvente joase conduce la H(w)—0 si in consecintd condensatorul are

timp si acumuleze sarcini, defazajul ¢(w)—90°, Z—oo si dipolul are un comportament
capacitiv, echivalent cu circuitul din fig. 4.23 b).

-® F®

—00 a) o—0 b)

Fig. 4.23 Comportamentul dipolului RC la inalta si joasa frecventa

Lo
c. Daca — =1
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Functionarea circuitului RC la frecventa variabila conduce la H(w)= % =0,707
P(w)—45", 1 = U?m% este de filtru tip trece-sus. Puterea disipata pe rezistentda are un maxim

pentru frecventa limitd superioard

o R[ITmJ _ R(LZJ_EJZ (4.86)

cu valoarea:
1U2
2 2
La o=, | _Up 1 iar puterea disipatd P, =R Un _ Ponax si, in consecinta
" RW2 * | RV242 2

frecventa caracteristica ®, se mai numeste si frecventa Injumatatirii puterii.

0
Tn concluzie, perechea amplitudine-frecventd caracteristica, caracterizeaza raspunsul

dipolului RC Tn domeniul timp.

4.3.2.2.2. Dipol RL
Se considera un circuit RL serie alimentat de la o sursd de tensiune cu frecventa
variabila: u(t)=U_cos(ot), fig. 4.24.

. L
i

\l

® o

—
X

Fig. 4.24 Dipol RL alimentat de la o sursa de tensiune

Aplicand teorema a ll-a a lui Kirchhoff rezulta:

u:Ri+Lﬂ@£:i+Lﬂ (4.88)
dt R R dt

Raspunsul i(t)=I_cos(wt+¢) conduce prin inlocuire in ecuatia diferentiala de ordinul I

U?'“cos ot =1, cos(ot + ¢) —%le sin(ot + ) (4.89)

astfel se obtine:
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. ol
Sln(p+FCOS(p=0

4.90
I..| cos +(°—Lsin _Yn %)
m (P R (P - R
Deci, defazajul este:
tgo = - 2F (4.92)
R
iar valoarea amplitudinii curentului este:

i :U_m;:U_mH(m) (4.92)

R R
1+ ((DJ
Mg

Functionarea ca filtru a circuitului RL serie implica analiza in functie de frecventa

(O]

caracteristicd, o, :%, a amplitudinii si a defazajului ¢ (o) = —arctg[ ] redate in fig. 4.25.

®g
H(w)
1
0,707

cle

(o)

cle

90" |- ~—_

Fig. 4.25 Amplitudinea si defazajul dipolului RL functie de frecventa

1
H(w) = ———= (4.93)

Cazuri particulare:

Lo
a. Daca —>>1
®g

Functionarea la frecvente inalte conduce la H(w)—0, si in consecinta bobina se

comportd ca un circuit deschis comparativ cu R sau vazut invers rezistenta ca un scurtcircuit,
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defazajul @(w)— —90 si dipolul are un comportament inductiv, echivalent cu circuitul din fig.

4.26 a).

O
b. Daca — <<1
®g

Functionarea la frecvente joase conduce la H(w)—1 si in consecintd bobina se

. R o
comportd ca un scurtcircuit, defazajul ¢(0)—0, impedanta Z=—-—=R iar circuitul se

H(w)

comporta rezistiv fig. 4.26 b) si 1, :U?m.

Lo
c. Daca — =1
®g

Functionarea circuitului RL la frecventd variabila conduce la H(w)=

R u_ 1 . . . )
= =+2R, |, =—™_—_ si acesta este de filtru tip trece-jos.
T V2R, 1, A S p j

0)_)0 ®W—00

Fig. 4.26 Comportamentul dipolului RL la inalta si joasa frecventa

Puterea disipata pe rezistenta este:

P=_ Pmax

1ar valoarea maxima este:
_1u?
max 2 R

@ | ® R

=0,707 ,
2

(4.94)

(4.95)

In concluzie, circuitul RL se comportd in frecventd ca un filtru trece-jos pentru

semnalele a caror frecventd este in gama 0<w<w,. Un raspuns semnificativ numai in banda (0,

,) 1l ofera circuitul RL. Banda de frecventd (o, «) se numeste banda interzisa, iar frecventa

R < C e ..
Do =" se numeste frecventa caracteristica (de taiere).
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4.3.2.3. Raspunsul in c.a. al unui dipol de ordinul I
4.3.2.3.1. Analiza in domeniul timp a dipolului echivalent RLC serie
Dipolul serie RLC este excitat de tensiunea u(t)=U_cos(wt), dipolul reactioneaza

modificand raspunsul (curentul) atat in privinta valorii efective cat si a defazajului, fig. 4.27.

i R L C
~ ~ \;rl
UR UL UC

Fig. 4.27 Dipol RLC serie alimentat de la o sursa de tensiune

Aplicand teorema a Il-a a lui Kirchhoff si tindind cont de conexiunea serie si de

. . du . < . .
curentul prin condensator i =C dtC se obtine urmatoarea ecuatie de ordinul I1:

u=Rri+L3 4y, (4.96)
dt
Ssau
U, =u—Ri—Lﬂ (4.97)
dt

iar ecuatia
) d du di d?i
i=C—(U.)=C—-RC—-LC— 4.98
dt( 2 dt dt dt? (4.98)

este echivalenta cu:

d?i di . _du
LC— +RC—+i=C— 4.99
dt? dt dt (4.99)

Considerand raspunsul de tip sinusoidal: i(t)=1_cos(wt+¢), prin inlocuire in ecuatia

diferentiald de ordinul doi se obtine:
—’LCl,, cos(ot + @) —®RClI , sin(wt + @) + |, cos(t + ¢) =-oCl , cosot  (4.100)
Separand componentele in sin(wt) si cos(wt) rezulta:

cosw—ﬂsin@—o
1-o°LC

(4.101)

I (sin(p—ﬂcoswj——
m 1- w’LC 1- w’LC
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Aceste ecuatii au forma identica cu ecuatiile circuitului RC cu schimbarea de variabila:

oRC — % Astfel, se obtin expresile amplitudinii si a defazajului:
-
| —Ym @RZC Yn TH)  (4102)
R Ji-w?Lcf +(orCY o] LC
(oRC
»’LC
arct 4.103
¢= g[ “RC J (4.103)

La functionarea in frecventa variabila a dipolului, prin introducerea parametrului

1
®y === 4.104
0 \/E ( )
denumit pulsatie frecventa caracteristica sau pulsatia de rezonanta si numarul adimensional
1L
== /= 4.105
Q=r1c (4.105)

factor de calitate al circuitului RLC serie, acesta putand fi subunitar sau supraunitar, ecuatia

1-w’LC 1( 1 1L 1
T | - _oll|== = ———w/LC 4.106
oRC R[mC m] R C[(m/LC ] (109
poate fi scrisd in forma:
2
1-o’lC _ {2_&) (4.107)
oRC ®, O

si inlocuind in expresia amplitudinii si a defazajului Se obtine:

H (o) = =S (4.108)
2| ® o
\/1+ ° (“)o ® J
¢ () = arctg Q[m— - %J (4.109)
0

Raspunsul in c.a. al circuitelor de ordinul | a fost caracterizat prin parametrii
amplitudine si frecventd caracteristicd o,, iar pentru circuitele de ordinul 11 prin amplitudine

si alti doi parametrii o, si Q. In aceste conditii, in loc de o singura curba existd o familie de

curbe in functie de parametrul Q atat pentru amplitudinea H(w) cat si pentru defazajul o(),
fig. 4.28.
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H(w)

0,707 |-

(o)

Fig. 4.28 Amplitudinea si defazajul dipolului RLC functie de frecventa

Cazuri particulare:

)
a. Daca —>>1
®g

La frecvente inalte, L se comporta ca un circuit deschis comparativ cu C si R si in
consecinti H(w)—0, ¢(w)— —90, i(t)—0 si dipolul are un comportament inductiv.

b. Dacd — <<1
®g
La frecvente joase C se comportd ca un circuit deschis comparativ cu L si R si in
consecintd H(w)—0, ¢(0)—90, i(t)—0, si dipolul are un comportament capacitiv.
c. Daca @ 1
®o

Tn acest caz apare fenomenul de rezonanti, motiv pentru care ®_se numeste frecventi

=U—m. Bobina
R

0

unghiulara (sau pulsatie) de rezonanta si in consecinta H(w)—1, ¢(®)—0, |

m

si condensatorul se comportd ca un scurtcircuit, circuitul avand caracter rezistiv. Puterea
transferata atinge valoarea maxima.
Valoarea frecventei la care puterea disipata este jumatate din puterea maxima

determina frecventa de taiere a filtrului. Rezultd ca vor exista doud frecvente, una inferioara
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o, (low, joasd) si una superioard o, (high, inaltd). Frecventele de injumatatire ale puterii

maxime trebuie sa fie date de conditia:

H(w,)=H(oy) =) _ 1 (4.110)

2 2

Impunerea acestei conditii implica:

2
1+Q2[°°__&J =2 (4.111)
0, O
ecuatie de ordinul II ce rezolvata in raport cu o
®g
1
I o =oufi-75]
2=l 20° i—Q conduce la solutiile: L (4.112)
®

2
CU O, Oy =0y,

In concluzie, pentru frecvente cuprinse intre 0<w<w,_ si o, ,<o<w banda de frecventa a
dipolului RLC se numeste banda de blocare, iar pentru frecvente cuprinse intre 0<w<o, banda

de frecventa a dipolului RLC se numeste banda de trecere.
Latimea benzii de trecere (bandwidth) a filtrului este definita prin relatia:
®
BW=0, -0, =— (4.113)
Q
si este mai mica cu céat factorul de calitate Q este mai mare. Un filtru cu banda de trecere

ingusta este un filtru cu o buna selectivitate.

4.3.2.3.2. Analiza in domeniul timp a dipolului echivalent RLC paralel

in acest caz se considera excitatia de la o sursa de curent, iar raspunsul este tensiunea
la bornele dipolului: sursa de curent alimenteaza un circuit RLC paralel, fig. 4.29.

Pentru ®—0 bobina se comporta ca un scurtcircuit conducand la u—0, iar pentru
®w—o0 condensatorul se comporta ca un circuit deschis si u—0, deci exista o frecventa la care
se obtine ,,clopotul” amplitudinii. Aplicand teorema a Il-a a lui Kirchhoff rezulta ecuatia de
ordinul II:

d’u L du di
—— +u=L— 4.114
dt> R dt dt ( )
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Dipol echivalent

o

A 4
K'I\_<_

® | (&

&
<

Fig. 4.29 Dipol RLC paralel alimentat de la o sursa de curent

Solutia ecuatiei se determina utilizand considerentele dualitatii i si u, L si C respectiv

R cu % intre RLC serie si RLC paralel. Rezulta astfel:

U, =Rl H() (4.115)
cu amplitudinea si defazajul:
L
.
H () = R 2 (4.116)
L
1-o’LC -
\/( o LC)+ ((o Rj
2
¢ (w) = arcty % (4.117)
“R

Parametrii ce caracterizeaza dipolul vor fi frecventa de rezonantd si factorul de
calitate:

0y = (4.118)

Q=R \/% (4.119)

Analiza in domeniul timp este sugestiva dar laborioasa atunci cand dipolul are o
structura mai complexa. Daca dipolul este de ordinul I caracterizarea acestuia este posibilad

printr-un singur parametru o, frecventa unghiulard caracteristici. Daca ordinul creste

0

1 .
caracterizarea acestuia este posibild prin frecventa caracteristica ®, =ﬁ si factorul de

calitate Q = f(R, L, C).

185



Teoria Circuitelor Electrice | Circuite electrice liniare in regim permanent sinusoidal

4.3.2.3.3. Analiza in complex a dipolului de ordin 11
Analiza unui circuit i implicit caracterizarea lui in reprezentarea polara implica doi
parametrii impedanta Z si defazajul ¢. Analiza cea mai simpld si comoda este in complex

simplificat unde marimile de c.a. sunt transformate in marimi de c.c.:

uU=u, cos(oat+cpu)—>g=U—mej“°“ (4.120)

A

in planul complex. Analiza este posibild insa numai pentru marimile de aceeasi frecventa.
Se numeste impedantd complexd raportul dintre tensiunea complexd si curentul
complex:

= |z|e’ (4.121)

cu modulul egal cu raportul valorii efective ale semnalelor si ¢ defazajul intre semnale.
Analiza in complex a marimilor sinusoidale este o analizd in domeniul frecventa unde
semnalele sunt reduse la semnale continue, iar parametrul dipolului (impedanta complexa),
este dependenta de frecventa.
Impedanta complexa reprezinta o generalizare in forma fazoriald a relatiei Ohm.
Pentru elementele simple de circuit impedanta complexa are forma:
> pentru dipol rezistiv: Z_=R;
> pentru dipol pur inductiv:Z =jol;
.1

> pentru dipol pur capacitiv:Z, = ——=-j—.
JoC oC
Pentru rezisten{d impedanta Z, este ideala si independenta de frecventd, iar pentru
condensator si bobina impedanta indica dependenta de frecventa prin oL Sau %, jar prin j
Q)

sau -j defazajul intre curent si tensiune. Sintetic in planul Re -Im, impedanta complexa are

valori in semiplanul Re > 0, fig. 4.30.

Im

Re

— —

Z C:1/j oC

Fig. 4.30 Reprezentarea impedantei Z in planul complex
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4.3.2.3.4. Cazuri limitd pentru condensator si bobind

La frecvente joase (sau in c.c.) condensatorul se comporta ca un circuit deschis, iar la
frecvente inalte ca un scurtcircuit.

Bobina in c.a. la frecvente joase se comporta ca un scurtcircuit, iar la frecvente inalte
ca un circuit deschis.

Condensator, Capacitate , C Bobini, Inductanta, L
Circuit de c.c. lim Z. = oo (circuit deschis) lim Z, = 0(scurtcircuit)
»—0 »—0
®—>0
Frecvente inalte lim Z. =0 (scur circuit) lim Z, = oo(circuit deschis)
O—>0 W—>00
w—> 0

4.3.2.3.5. Impedanti complexa a dipolului echivalent RLC serie
Pentru un dipol echivalent RLC serie se analizeazd modul de obtinere al impedantei
complexe, prin aplicarea teoremei a ll-a a lui Kirchhoff, fig. 4.31.

i R L C
~—~—~7 ~—~7 ~—~—~7
UR u UC
<
Y
(e

Fig. 4.31 Dipol RLC serie

coodi 1t
=Ri+L—+—=|1idt 4.122
u=Ri+ ot + c Ll ( )

Trecand in complex simplificat:

U=RI+joll+—— 1= R+j(mL—i} (4.123)
- joC™ - ®C
;:i:mj[m—i}:mj‘x (4.124)
1 oC

unde: X = oL _ este reactanta.
oC

Considerand, u(t)=U_cos(ot+e), curentul prin dipolul RLC este de formd sinusoidala:

i(t)=1_cos(wt), unde ¢ este defazajul dintre tensiunea aplicata si curentul de circuit:

O=7, i (4.125)
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Trecand in complex:

Uy, o
U=—Delo |=_mel 4.126
u-—- =7 (4.126)

Z:%:L:—me”’:Zej“’:Zcoscerstin(p (4.127)

m

Din fig. 4.32, se identifica:

U cos P — U activa

R=Zcoso= I >0 (4.128)
X = Zsing =2 SI'” °_U et 0 (4.129)
Z=VR?+X? (4.130)
X
0= arcth (4.131)
Im
U
uA /
XA 7
’YP
>—>—> Re
0 R 1 U

a

Fig. 4.32 Diagrama de impedanta

Rezistenta R reprezintd partea reald a impedantei complexe Z, rezistentd ce poate fi
sau nu dependenta de frecventa. Nu intotdeauna ea coincide cu rezistenta ohmica a circuitului.
Rezistenta in c.a. reprezinta raportul dintre proiectia tensiunii pe axa curentului si valoarea

U cos P — U activa

curentul din circuit R = , unde Ucose reprezinta componenta activd a

tensiunii 1n faza cu curentul.

Reactanta X reprezintd partea imaginara a impedantei complexe Z si este dependenta
intotdeauna de frecventa, indicand prezenta elementului de stocare a energiei n circuit. Pentru
acest aspect inductivitatea si capacitatea se numesc elemente reactive. Reactanta X reprezinta
raportul dintre proiectia tensiunii pe axa perpendiculard pe axa curentului si valoarea
Using U

curentului din circuit X = re‘i‘““’a unde Using reprezinta componenta reactiva a

tensiunii in cuadraturd cu curentul.
Din punct de vedere al reactantei, mai precis al rotirii ei cu j sau -j se distinge, (vezi
fig.4.33):

188



Teoria Circuitelor Electrice | Circuite electrice liniare in regim permanent sinusoidal

a) Z=R+jX apartine cadranului I al planului complex, impedanta este de tip inductiv,
¢>0 si curentul este defazat Tnh urma tensiunii.

b) Z=R—jX apartine cadranului II al planului complex, impedanta este de tip capacitiv,
<0 si curentul este defazat Tnaintea tensiunii.

c) Z=R circuit pur rezistiv, regim de rezonanta care se analizeaza separat, curentul si

tensiunea sunt in faza.

i
X

Re p——>Re

o
Y
o

X ¥

Fig. 4.33 Reactanta in planul complex

Dipolul RLC serie admite o schema echivalenta serie si este caracterizat de impedanta
complexa Z=R+jX, fig. 4.34.

Dipol liniar — Z=R+jX

Ic

Fig. 4.34 Schema echivalenta serie a unui dipol RLC serie

4.3.2.3.6. Impedanti complexa a dipolului echivalent RLC paralel

Pentru un dipol echivalent RLC paralel se analizeaza modul de obtinere al impedantei
complexe, prin aplicarea teoremei | a lui Kirchhoff, fig. 4.35 pentru a putea determina
curentul absorbit.

Fig. 4.35 Dipol RLC paralel
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=2 uatec (4.132)
R L dt
Trecand in complex simplificat se obtine:
1=24 L yijecu (4.133)
R joL
1=9F— j[i—wCﬂ (4.134)
R oL
iar raportul
v-t_c_jB (4.135)
u
se numeste admitanta complexa, de modul
Y =yVG? +B? (4.136)
si defafaj
@ =-arctg— (4.137)
G
unde:

—adiv. 4.138
U ( )
se numeste conductanta si

. i lnci
B :Y3|nq>:—I SINP :—relj“"’ >0 (4.139)
Se numeste susceptantd, ambele marimi se masoara in Simens [S], fig. 4.36.
Conductanta G reprezinta partea reald a admitantei complexe Y, conductanta ce poate
fi sau nu dependenta de frecventd. Conductanta reprezinta raportul dintre proiectia curentului

Im
G U I
5 > > 5 Re
¢
B Y Y
Ir Y l

Fig. 4.36 Diagrama de admitanta

S . o I cos e
pe axa tensiunii si valoarea tensiunii de la bornele circuitului G :T(P :%"", unde lcose
reprezintad componenta activa a curentului, in faza cu tensiunea.
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Susceptanta B reprezintd partea imaginara a admitantei complexe Y, si este
dependenta intotdeauna de frecventd, indicand prezenta elementului de stocare a energiei in

circuit. Susceptanta B reprezinta raportul dintre proiectia curentului pe axa imaginara si

valoarea tensiunii de la bornele circuitului B:'Sl;ﬂ:%mv unde Ising reprezinta

componenta reactiva a curentului, in cuadratura cu tensiunea.
Dipolul RLC paralel admite o schema echivalenta paralela si este caracterizat de
admitanta complexa Y=G—|B, fig. 4.37.

Dipol liniar -

Ic
®

iB

Fig. 4.37 Schema echivalentd serie a unui dipol RLC paralel

Echivalenta unui dipol in schema serie sau paralel este data de relatia de echivalenta ce
presupune egalitatea tensiunilor si curentilor dipolului:

U=2I 1
- T t=>U=ZYU=ZY=1lsau Z=— (4.140)
1=YU Y
G R B X
R=—— sauG=———, X=———— sauB=—"—— 4.141
G?+B? R? + X? G? +B? R? + X? ( )

4.4. Puteri in circuite liniare de curent alternativ

4.4.1. Puterea instantanee a dipolului echivalent

Se considerd un dipol liniar caruia i se aplicd tensiunea sinusoidala u(t)=U_ V2

sin(wt+@, ) si prin care trece curentul i(t):Im«/E sin(wt+¢), fig. 4.38.

u l Dipol liniar

o—

Fig. 4.38 Dipol liniar

Puterea instantanee are expresia:
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p(t) = u(0)i(t) = 2U1 sin(wt + v, )sin(ot + ;) (4.142)

Utilizand relatia trigonometrica:

COS(aiB)={

rezulta ca:

coso.Cos B—sinasinB

o
C0S0.COS B+sinasing = sinasing ZE[COS(G_B) —cos(a+)] (4.143)

p(t) =Ul cos ¢ —Ul cos (2ot +v, +7;) (4.144)

Expresia puterii instantanee contine doi termeni unul constant in timp denumit putere

activd si se masoara in watt [W],

P=Ulcosgp>0 (4.145)
si unul sinusoidal de frecventa dubla denumit putere oscilanta, fig. 4.39.
p, (t) =UlI Sin[2(13t+yu +; —g} (4.146)
u, i, p p
\' A
P
u i [Ulcos(p

Fig. 4.39 Puterea oscilanta si puterea activa

4.4.2. Puterea activda
Energia pe o perioada capabila a se transforma in alta forma de energie inclusiv in

lucru mecanic este:

W = fp(t) dt = J.OT(UI cosp—Ul cosut +7y, +7;))dt =Ul cose T (4.147)
(0]
respectiv puterea:
W - 1
P=—=p=={ pdt 4.148
T=P=c )P ( )

unde p reprezintd puterea activa egald cu valoarea medie a puterii instantanee pe o perioada

sau pe un numar intreg de perioade.
Utilizand conventia de semne pentru dipolul generator respectiv receptor, fig. 4.40 se
obtine:

P=Ulcoso, iar zzul—:,P:|22cosq>=R|2=Gu2 (4.149)
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Cedeaza

Primeste
i p>0= p>0 i
0 J J o >
Dipol U l lu Dipol
generator b b receptor
—0 pj<o = pj<o O

Primeste Cedeaza

Fig. 4.40 Flux de putere intre dipoli

4.4.3. Puterea aparenta

Valoarea maxima a puterii active reprezinta puterea aparenta S=UI, se masoara n volt-
amper [VA] si este egala cu produsul valorilor efective ale tensiunii si curentului. Puterea

aparentd caracterizeaza limitele de functionare ale masinilor si aparatelor electrice.

Tinand cont de definitia impedantei Z = v >0, rezulta:

{s:m —Z1250

Y—L>0
S=Ul=YU?>0 u

(4.150)

Se numeste factor de putere K, raportul dintre puterea activa si puterea aparenta:

P .
Kp =§=COS(|) ;. O0< Kp <1

(4.151)
4.4.4. Puterea reactivd
Se introduce, matematic, o putere complementara puterii active prin relatia:
Q=Ulsing=+S?-P? (4.152)
. .. .. . . 2 2 . .
iar similar puterii aparente respectiv active S=ZI , P=RI , se introduce marimea reactanta
x =2 _ 7sin (4.153)
= |2 = () .
. . 1
iar inversul acesteia este susceptanta — = B.
Rezulta astfel:
Q= XI? =BU? (4.154)

Se analizeaza ce reprezintd aceasta putere reactivda pornind de la expresia puterii
instantanee n care se inlocuieste o=y ;.

=Ul cos o —Ul cos(2mwt + v, +v;
{p ? (Got+y, +11) = p=Ul cose -Ul cos(2ot + ¢ +2y;) = (4.155)
P=Y, ~Vi=Y, =01V,
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= p=Ulcosp—-Ul cos[2(wt + ;) +¢] =
p =Ul cose—Ul [cos2(wt + ;) cose —sin 2(mt +v,)sin ¢] =

p =Ul coso[l—cos2(ot +y;)+Ul sin psin 2(ot +7v;) (4.156)
— _J - J
Y YT
p,- putere instantanee p, — putere instantanee
de pulsatie de oscilatie
= p, =Ul cos 2sin?(ot+7v;) = Z cosp 21 *sin* (ot +7,) = (4.157)
p, = Ri’ (4.158)

unde i(t) =I J2 sin (ot+y,) este valoarea instantanee a curentului, iar reprezentarile grafice sunt

date in fig. 4.41. Tn baza demonstratieci de mai sus se poate defini puterea activa P, ce

reprezinta valoarea medie a puterii instantanee de pulsatie si este definita de relatia:

1T
P= ?Lpdt (4.159)

iar puterea instantanee de oscilatie este
p, =Ul sinsin 2(wt +v;) (4.160)

unde Ulsine este amplitudinea puterii de oscilatie si reprezinta puterea reactivi Q.

Q=max{p,}=Ulsine (4.161)

AWAEE

oUt

Fig. 4.41 Reprezentarea grafica a puterii instantanee de pulsatie, de oscilatie si intensitatea
curentului
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Fizic, in dipol pe langa puterea instantanee de pulsatie a carui valoare medie este o
mdsurd a puterii electromagnetice ce se transformd in alte forme de energie (caldura, lucru
mecanic, etc.) existd si o putere de oscilatie (ce oscileaza neamortizat in dipol) ce blocheaza
incarcarea dipolului cu putere activa maxima. Amplitudinea de oscilatie a acestei puterii

reprezinta puterea reactiva.

4.4.5. Expresiile puterilor pentru circuitele dipolare simple

4.4.5.1. Rezistorul

Se considera un circuit contindnd un rezistor alimentat cu o tensiune sinusoidala u, fig.
4.42 de forma din fig. 4.43.

Fig. 4.42 Rezistor alimentat cu o tensiune sinusoidalad

IR ZE, ([)ZO (4162)

Puterea: - activa - P, =Ulcos@s =UI =RI* >0;

- aparentd ~Sg =P =Ul';

-reactiva - Qi =0

u, i, p P,

Fig. 4.43 Puterea instantanee pentru rezistor, =0

4.4.5.2. Bobina
Se considera un circuit contindnd o bobina alimentata cu o tensiune sinusoidala u, fig.
4.44.
U T
lL=—, == 4.163
- ¢ 2 ( )
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Fig. 4.44 Bobina alimentata cu o tensiune sinusoidala

Alegand tensiunea origine de fazi, curentul este defazat in urma cu 90°. Puterea

instantanee la bornele bobinei ideale confine numai componenta de oscilatie, fig. 4.45.

p, =ui=p, + p, =Ulsinesin2(ot +vy;) =Ulsin(2wt + ) 4.164
L p (o] i
p, =-Ulsin2wt =-Q, sin 2ot (4.165)
u, i, p

ul

Q.= amplitudine

Fig. 4.45 Puterea instantanee pentru bobind, ¢ = g

Puterea: -activd -P =Ulcose =0;
-aparenti -S,_ =Ul=X_1?=oLI* >0;
-reactivi - Q_ =XI?=oLI*>0

Factorul de putere: - K =cosp=0

Energia magnetica a bobinei este:

W, = Lt p, dt= Lt— Q sin 2ot dt = o5 20t 0 (4.166)

L
2m

W, ==L (cos20t 1) (4.167)
20

Valoarea medie a energiei magnetice intr-o perioada:

VoL fw a1 v QU
W, = LWL dt = L > (cos 20t 1) dt = 2L (4.168)
~ LI Q,
=W, =——==t 4.169
W =W === ( )
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unde W _ este energia magnetica medie a bobinei alimentatd cu o tensiune sinusoidald si este

egala cu valoarea energiei magnetice a bobinei parcursa de c.c., avand valoarea curentului de
C.c. egald cu valoarea efectivda a curentului sinusoidal, iar Q_ este puterea reactiva

proportionald cu energia magneticd a bobinei se mai numeste si puterea de magnetizatie a
bobinei.

QL =20W, (4170)

4.4.5.3. Condensatorul
Se considera un circuit contindnd un condensator alimentat cu o tensiune sinusoidala
u, fig. 4.46.

Fig. 4.46 Condensatorul alimentat cu o tensiune sinusoidala

. du
o= (p:—% (4.171)

Alegand tensiunea origine de fazi, curentul este defazat inainte cu 90". Puterea

instantanee la bornele bobinei ideale confine numai componenta de oscilatie, fig. 4.47.

u, i, p P,

0 \ t

Fig. 4.47 Puterea instantanee pentru bobina, ¢ = _g

Puterea: -activi -F. =Ulcos¢ =0;
-aparenti -S. =Ul=X.1?=wCU?>0;
-reactivi - Q. =Ulsing=-oCU? >0
Factorul de putere: - Ko =cose=0

Particularizand, expresia puterii instantanee pentru condensator §i reprezentand

componentele acesteia se poate defini energia electrica pe condensator:

W, = I:p dt = 2—(‘; (L - cos 2mt) (4.172)
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cu valoarea medie pe o perioada:

Q. Cu’

2m 2m

~ 1 t
W = jowc dt = (4.173)

Energia electrica medie a condensatorului sub tensiune sinusoidald este egalda cu
energia electricd a condensatorului sub tensiune continua egalda cu valoarea efectiva a
tensiunii sinusoidale.

Qe = 20W, (4.174)

Putere reactiva este proportionala cu energia condensatorului.
Tn concluzie, pentru un dipol echivalent (serie sau paralel), puterile sunt, fig. 4.48:

Circuit Serie Circuit Paralel
U=U,+ju, I=1,+jl,
U, =U cos ¢, I, =1cosq,
U, =Usin ¢, U, =Using,
P =Ul cosg, =RI? P=Ul cosp, =GU?
S=Ul=2I"° S=Ul=YU?
Q=Ulsing=XI*=(X_ —X)I? Q=Ulsing=—(B. —B,)U?
P
S(Z = U
Q(X) ¢
Q(B)
| S(Y)
P(R)
a) b)

Fig. 4.48 Triunghiul puterilor pentru un circuit a) serie si b) paralel

4.4.6. Reprezentarea in complex a puterii (puterea complexa)

Puterea instantanee p(t) = u(t) i(t) nefiind o marime sinusoidala de aceeasi pulsatie cu
tensiunea si curentul din circuit, nu se poate reprezenta in acelasi plan complex.

Este insa posibil sa se defineascd o marime complexa ce inglobeaza intr-0 expresie
unica puterea activa, reactiva §i aparenta numitd puterea complexa. Marimile tensiune si
curent admit imaginile complexe:

u=U, 26l iz 26l (4.175)

Marimea puterii complexe se defineste pornind de la expresia puterii instantanee:

p=UI cos ¢ (1- cos 2wt) +Ul sin @sin 2ot (4.176)

Pp Po
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intrucdt Tn expresia puterii instantanee intervine defazajul dintre tensiune si curent cos.
Produsul a doud marimi complexe ce contine diferenta de fazd initiald poate fi scris in

complex numai prin inmultirea unei marimi cu marimea a doua conjugata.
a=ae’  b=be™ = a.b*=abela" (4.177)
Se defineste in complex nesimplificat, puterea aparentd complexa prin relatia:

s=Ly ol Zueier ) fo) g et _yjeitnm) _
- 27 2

(4.178)
Ulcosp+ jUlsing=P + jQ
iar Tn complex simplificat, puterea aparenta complexa:
S=UI*=Ue" e =Ule* =Ulcosg+ jUlsing=P + jQ (4.179)

Atat P cat si Q pot fi pozitive sau negative in functie de dipol daca este receptor sau
generator, fig. 4.49.

Fig. 4.49 Planul complex al puterilor

Pentru dipol echivalent serie, expresia puterii este:
S=UI*=ZII*=2ZI° =(R+ jX)I? =RI? + jXI 2 (4.180)

iar pentru dipolul echivalent paralel:

z-1ov-loc-js, y-loi-uy, rouryr (4.181)
Y Z 5]
S=UI*=UU*Y*) =Y *UU*=Y *U?
= i (4.182)
S=(G+jB)U°=GU? + jBU* =P +jQ
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4.5. Teoremele circuitelor liniare in forma complexa

4.5.1. Forma complexa a ecuatiilor lui Joubert
Considerand o latura j parcursa de ij sub tensiunea la borne U, latura de operator z, fig.

4.50, ecuatia lui Joubert, in tensiune, cu marimi instantanee este:

. d 1 .
iu-:Z-l-:{R-+L-—+E£dtJ|j (4.183)

Fig. 4.50 Dipol receptor

Trecand marimile in complex:

joj
e; —>E,- =Ej e’
u; >U,=U; e (4.184)

; _ i
Ij—>lj—lje

Rezultd ca imaginea in complex a laturii j este redata prin impedanta complexa ZJ., fig. 4.51:

Fig. 4.51 Dipol receptor echivalent

EixU, =241, (4.185)

unde:

Z, =R+j(X_ - X;)=2Ze"

Z=\[R%+(X, ~X¢) (4.186)

X, =X
=arctg—-——%
¢ g R

Forma complexa a ecuatiei lui Joubert in curent se obtine prin aplicarea teoremei de
echivalenta a surselor sau pornind de la forma instantanee a ecuatiei Joubert in curent, fig.
4.52.

200



Teoria Circuitelor Electrice | Circuite electrice liniare in regim permanent sinusoidal

U

=i

Fig. 4.52 Dipol receptor echivalent

yiej+Yy;u; =i sau iy +y;u; =i (4.187)
1

I +YU; =1 cuY;=—, Y, =YE, (4.188)
-]

4.5.2. Teoremele lui Kirchhoff in forma complexai

Teorema | a lui Kirchhoff enuntata pentru marimi instantanee este: Suma algebrica a
valorilor instantanee a curentilor din laturile concurente unui nod este nula, iar in complex
are urmatorul enunt: Suma algebrica a imaginilor in complex ale curentilor din laturile
concurente unui nod este nula.

Di;=0>>1,=0 (4.189)

jek jek

Teorema a ll-a a lui Kirchhoff enuntata pe marimi instantanee este: Suma algebrica a
valorilor instantanee a tensiunilor de la bornele laturilor ce apartin unui ochi este nula, iar in
complex are urmatorul enunt: Suma algebrica a imaginilor in complex ale tensiunilor la
bornele laturilor ce apartin unui ochi este nula.

Du;=0>>U;=0 (4.190)

jem jem
A doua formulare, tindnd cont de ecuatia lui Joubert are urmatoarea scriere matematica:

D> Z;1;,=0=>E, (4.191)

jem jem
Teoremele generale ale circuitelor sunt valabile pentru imagini complexe atasate
marimilor instantanee.
4.5.3. Impedante echivalente

4.5.3.1. Reducerea retelei serie la dipol echivalent

n
In forma instantanee: U= ZUk ,unde u =Zi,, fig. 4.53.
=
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i R, L, C R, L, C, Z
) e e B g 0 (R T e H T R [ 7€
S ~—~7
u
—_— % Bz
u

Fig. 4.53 Retea receptoare conectatd serie

Trecand in complex: gj: ZQk , unde U=Z, 1, dar: U=Z 1= kz Z, 1, impunand conditia
=1

i1

de conexiune serie: 1=l (acelasi curent, aceeasi imagine in complex) rezulta:

n Z =R, +jX =
Z,=>Z unde {Z° ¢ Pe Kt (4.192)
k=1 Z =R+ X, :
X =YX,
k=1

4.5.3.2. Reducerea retelei paralel la dipol echivalent
O retea conectata in parael se poate reduce la un dipol echivalent ca in fig. 4.54.

[o, >

0 <

(4.193)
ij :zik ZZYkUk' I ZZlk ZZXka =Y. U, (4.194)
k=1 k=1 k=1 k=1
Impunand conditia de legare in paralel rezulta:
n Ge - Z Gk
Yo=Y = . (4.195)
k=1 B, =3B,
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4.5.4. Teorema transferului maxim al puterii active in regim permanent sinusoidal
Sa consideram un generator de tensiune E si impedanta internd Z, debitand pe o retea

de impedanta ZS, fig. 4.55.
Aplicand teorema a I1-a a lui Kirchhoff rezulta:

& -
A4 >

z /ﬂ
<

Im

P
@

Fig. 4.55 Circuit electric

E=1(Z; +Zs)

E E
+Zs Ry +Rs+j(X;+ Xs)

Puterea activa transferata sarcinii este:

E2

P. =R.12=R
P (R +Rg)? + (X, + Xs)?

a. Daca sarcina R este variabild, maximizarea puterii transferate implica:

OPs _ g2 (Ri +Rs)® +(X; +X5)® - 2Rs (R, +Rs)_0
R (R; +Rg)? + (X, + X)?

de unde rezulta:

Rs :\/Riz +(X; +Xg)?
Dacd: —X,= X_ sunt egale si de semn contrar, atunci R =R si puterea este:

E2
P =
max 4Ri

b. Daca reactanta X este variabild, maximizarea puterii transferate implica:

P _ o 2R(Xi+Xs)

X (R +R)Z+(X; + Xg)

Dacd: X;= —X_sunt egale si de semn contrar, atunci puterea este:
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2
P.x =Rs1?=R

max

SRR (4.203)
S i

c. Daca rezistenta R si reactanta X_ sunt variabile maximizarea puterii transferate implica:

Z,=Z; unde {Zs =Rs =X, (4.204)

. ) . ) o ] E?
unde Z, este conjugata impedantei de sarcina, iar puterea are expresia: Py, =R

4.5.5. Analiza in complex a circuitelor de curent alternativ monofazat

Analiza in complex a circuitelor electrice permite transformarea sistemului de ecuatii
integro-diferentiale al circuitului intr-un sistem de ecuatii a carui rezolvare este mult mai
simpla. Procesul de transformare a sistemului de ecuatii integro-diferentiale in sistem algebric
necesita asocierea unor imagini complexe aferente marimilor reale (tensiuni, curenti, t.e.m.)
dar si asocierea unor impedante complexe sau admitante complexe pentru operatorii de
impedantd, respectiv de admitanta, ai laturilor circuitului. Sintetic aceasta transformare este

redata de tabelul urmator.

Tabel 4.1 Transformarea sistemului de ecuatii integro-diferengiale in sistem algebric

Mairimi reale instantanee Denumire Imagine in complex

curent
tensiune
t.e.m.
rezistenta
inductanta
capacitate
operator de
derivare

le oo c -
T O omicCi—

=)

—
O~
~—+

operator de
integrare

|-

d 1 . 1 .
ijRj+Lja+C—jJ‘ dt |mpedant{l Zj—RJ—+]mL-+ijj—Rj+]Xj

1 d 1 . .
¥; =G, +rj de+C admitanti Y =6+ L TIeCi =6 -1,
]

4.5.5.1. Analiza in complex a circuitelor ce contin surse independente
Transformarea marimilor si operatorilor din domeniu timp in domeniul complex
conduce la asocierea imaginii circuitului in complex. Se considera circuitul urmator in

domeniul timp parcurs de marimile instantanee indicate in fig. 4.56.
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i(t) =10+/2sin 10t CD 5Q 0,2H

u(t):SOﬁsin(lot+g)

0
—_—

Fig. 4.56 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul timp

Imaginea in complex a circuitului, obtinuta prin aplicarea restrictiilor prezentate, este

prezentata in fig. 4.57:

Fig. 4.57 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul complex

Analiza topologica a circuitului conduce lan =3, 1 =6, b = (I-n) + 1 = 4. Rezolvarea
circuitului este posibild prin metodele enumerate in capitolul 2. in prezentul circuit n<b deci
este indicat sa se aplice analiza prin metoda tensiunilor nodale, ce conduce la un sistem de
doud ecuatii cu doud necunoscute complexe U, si U,

Circuitul poate fi restrans ca numar de laturi (I = 5) prin utilizarea teoremelor de
reducere. Astfel latura 1 si 2 fiind in paralel are impedanta echivalenta:

5(2))  20+50]

- 4.205
=2 542j 29 ( )

Astfel, se obtine circuitul din fig. 4.58 si sistemul de ecuatii nodale in complex are

forma:
-2 Ly, Yy, =10
20+50] 4 4

1 1 1 1 ]
—| = Uy +| =+ —+=|U,, =25
(4)_10 [4 Y 2J_zo J

(4.206)
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20+50j
29

@

U U

10 —20

0
=

Fig. 4.58 Circuit electric echivalent cu valori exprimate in complex
solutiile fiind:

U, =24,98e12% t) = 24,98+/2 sin (10t + 72, 25°
{_m 3{u1(> V2sin (10t +72,25') (4.207)

U,, =34,64¢5" U, (t) =34,64+/2 sin (10t + 52,57°)

4.5.5.2. Analiza circuitelor in c.a. ce contin surse dependente

Sursa dependentd fiind controlatd de o marime instantanee din circuit, imaginea
atasata sursei dependente este imaginea in complex a marimii ce o controleaza. Spre
exemplificare se considera circuitul din fig. 4.59.

200 i 11, 50 uF o 10mH

1

u(t) = 10/2sin(1000t) C*)

=10 —20

0
==
Fig. 4.59 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul timp
Imaginea in complex a circuitului, obtinuta prin aplicarea restrictiilor prezentate, este

prezentata in fig. 4.60, iar aplicind metoda potentialelor nodale pentru rezolvarea circuitului

se obtine sistemul:

i"‘i"'i. Uy - i Uy -2
20 20 —20j —20j 20
1 1 1
- —= Uy, + + U,, =4l
(—201'}—10 (—20] 30+10J—2° = (4.208)
| _ﬁ
20
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Fig. 4.60 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul complex

solutiile fiind:

. _06+08]

0T g4 % . u, (t) =1,57+/2 sin (1000t — 24,8°) (4.209)
u. - 170 U, (t) = 6,48+/2 sin (1000t +88,41°)

=27 0,6-26,2j

Aplicarea metodei curentilor de bucla in analiza circuitelor este similard celei

prezentate Tn capitolul 2. Se exemplifica aceasta metoda pe circuitul din fig. 4.61.

02H j 0,033 F

u(t) = 6+/2sin(10t) D

Fig. 4.61 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul timp

Imaginea n complex a circuitului, obtinuta prin aplicarea restrictiilor prezentate, este
prezentata in fig. 4.62, iar aplicind metoda curentilor de bucla pentru rezolvarea circuitului se

obtine sistemul:

Fig. 4.62 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul complex
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L+ 2)1, ~11,, =6

1, +(1-3))l,, =41, (4.210)
I = lb1
cu solutiile complexe:
l,, =2,97e 742 1 =1,35¢ 15" (4.211)

4.5.5.3. Reducerea circuitelor electrice de curent alternativ folosind generatoarele
echivalente Thevenin si Norton

Aplicarea teoremei generatoarelor echivalente circuitelor ce functioneaza in c.a.
monofazat implicd determinarea fatd de bornele analizate a tensiunii de mers in gol, a
curentului de scurtcircuit si a operatorului de impedanta intern al circuitului.

Intrucét rezolvarea se face in domeniul complex, iar marimilor li se ataseaza imagini
complexe rezultd ca raportul imaginilor complexe dintre tensiunea de mers in gol si curentul

de scurtcircuit fatd de doua borne se va numi impedanta complexa internd a circuitului.

U
== (4.212)

—SCyp

Zeq

A doua metoda de determinare a impedantei complexe atasate unui dipol echivalent,
implicd pasivizarea tuturor surselor independente de tensiune si curent si alimentarea pe la
bornele de acces de la o sursa test. Raportul dintre tensiune complexa aplicata circuitului si
curent complex din circuit defineste impedanta complexa conform fig. 4.63.

Pentru exemplificare se realizeaza reducerea unei retele ce contine sursa comandata la
dipol echivalent Thévenin pentru circuitul din fig. 4.64.

Reducerea la dipol echivalent de tensiune implica determinarea impedantei interne
echivalente a circuitului si tensiunea de mers in gol la bornele a si b, fig. 4.65. Aplicand

metoda pasivizarii pentru determinarea impedantei echivalente se obtine:

a
Circuitul de c.a. Circuitul de c.a.
cu surse U cu surse
independente ! - independente
pasivizate pasivizate

b

Fig. 4.63 Dipol echivalent
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5 -10j 5

—|:|—li—||——|:|—oa

E=6e 12 Cf) 3 10j

oh

Fig. 4.64 Circuit electric cu valori exprimate in domeniul complex

5 -10j 5

e I e | R m—

Fig. 4.65 Circuit electric pasivizat

Z,,, =10j] (5- j10) +5=(20+10j) + 5=25+10j=z = 26,92/ (4.213)
U, 10 g (-0,5+j0,88)=12e"°" (4.214)
=% 5_10j+10j

U 12ej150 . .
| = —aby _ . -0, 44p112852 4.215
—-SC Zeq 26, 92e]21,48 ( )

4.6. Circuite cu elemente reale functionand in regim sinusoidal

4.6.1. Bobina reald
4.6.1.1. Bobina reala liniard fard miez
Circuitul bobinei reale este alcatuit din inductanta bobine L, conectatd in serie cu

rezistenta sa interna R., fig. 4.66.

| L
T % - U e U Z=R+jx = U| G B

u | |
R (||

Fig. 4.66 Bobina reala liniara fara miez
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Aplicand legea inductiei pe conturul I':

di

T .
§E ds=——2= = IEds+IEds:——(Ll): Ri—u =—-L— (4.216)
dt ) ) dt dt

Ecuatia in tensiune cu valori instantanee ale marimilor trecuta in complex devine U=

R. I+joLl , céreia ii corespunde urmatoarea diagrama de fazori fig. 4.67:

Im Im

Fig. 4.67 Diagrama fazoriald a bobinei reale liniare fard miez

dar:
U=Zl = Z=R +joL=R +jX =Ze" (4.217)
CU:

¢ = arctg é (4.218)
Admitanta complexa a bobinei este data de relatia:

_G-jB (4.219)

4.6.1.2. Bobina reala liniard cu miez

Aplicand tensiune sinusoidala la bornele unei bobine de rezistentd neglijabila, bobina
ce contine un circuit magnetic din material conductor, pe baza legilor inductiei si circuitului
magnetic se obtine:

- din legea inductiet: j;Edg = _(:j_(tp rezultd ecuatia in tensiune a bobinei.
r
Ri_uL:_‘:j—‘tP U, = joN® (4.220)

- din legea fluxului magnetic: cI):”ﬁ dA, ®=BA, rezulti ci fluxul este in fazi cu
r

inductia.

- din legea circuitului magnetic: jQﬁdE:i —H=1

N U . A :
T rezulta ca intensitatea campului

magnetic H este in faza cu intensitatea curentului I.
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Din cauza curentilor turbionari indusi in miezul conductor bobina absoarbe de la retea
o putere activa egald cu puterea de pierderi in miezul conductor. Puterea din miezul conductor

se trensformd in timp ireversibil in caldurd. Deoarece absoarbe putere activa de la retea
« v A . . .o . - . T
rezulta ca intre curent si tensiune exista un defazaj diferit de r

Se presupune @ in axa reala, iar inductia si intensitatea cAmpului magnetic decalate
prin unghiul &_,. Trecand in complex ecuatiile bobinei cu miez conductor, se poate construi

diagrama fazoriala din fig. 4.68.

U

P H =~
1.=1 Sindg,

)

0 I,=lcosdee B

Fig. 4.68 Diagrama fazoriala a bobinei reale liniare fara miez

Locul geometric al dependentei inductiei de intensitatea campului magnetic este o
elipsa redata in fig. 4.69, avand ecuatia:

B(u)

Bm
/;

E]

of /H, HO

R

Fig. 4.69 Diagrama dependentei inductiei de intensitatea cAmpului magnetic

m

B H? 2HB
—+——————cosd=sin’J (4.221)
B2 H2 H,B,
Energia magnetica transformata prin efect electrocaloric datoritd curentilor indusi in
miezul conductor este:

W, :§ H dB (4.222)
r
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H=H_sin(ot+3), B=B,sinot = dB=wB, cosotdt (4.223)

W, =§H dB =§>HmmBm cos ot sin(ot + 5)dt (4.224)

T
W, =B H, J cos ot sin(wt + 5)dt
0

. . (4.225)
W, =B H,,|cos SJ cos ot sin wtdt + sin SJ cos® otdt
0 0
Introducand relatiile:
B,, =B, coss, B,=B,sind (4.226)
expresia energiei devine:
W :meB"ET :2—“HmB"1T =nH,B’ (4.227)
2 T 2
Deoarece permeabilitatea magnetica instantance este p= E , Se defineste
jo o
permeabilitatea magnetica complexa ( pentru ﬂ:HeJ , EZBeJ ):
B .
p===p(cos - jsin g) (4.228)

H
unde: p'=pcosd este permeabilitatea magnetica elastica (conservativd), iar p"=psind este
permeabilitatea magneticd vascoasd (de atenuare).

p=p-jp :>t98=%:> T T [T (4.229)

- 2
Intrucat W =nH B" — W =nH"B pierderile sunt proportionale la o anumitd

amplitudine a cAmpului magnetic (Hy) cu permeabilitatea magnetica vascoasa.
Deoarece U= jo®, iar intre flux si curent existd un unghi de pierderi datorat prezentei
miezului conductor, atunci @ =Ll = uLOL unde Lo reprezinta inductivitatea bobinei in absenta

miezului conductor.
Bobinei i se aplica, in acest caz, tensiunea U =jo® = jo Lo pl= jXo w1

U= Xy — i) 1= Xoup 1+ Xour 1= U= X, 1+ R, | (4.230)

Schema echivalenta serie atasata bobinei, fig. 4.70 a) rezultd din diagrama fazoriala
fig. 4.70 b) si ecuatia de mai sus (4.230).
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X U
1 Fe U=RI
u
Usjoll 2 |
¢ H -
U R a
Fe
1
Ore :
. @
0 L B -
a) b)

Fig. 4.70 a) Schema echivalenta serie a bobinei, b) diagrama fazoriala

Tensiunea U=U,+jU, are doua componente fata de axa curentului si se definiesc:

U, Using,

' ' (4.231)
U, Ucosd,
I

Ry =2

m

X =

m

Descompunerea curentului in doud componente, una activa, iar a doua reactiva
permite asocierea unei scheme echivalente paralel pentru bobina cu miez conductor, fig.4.71.
Daca se considera:

u U U

l=— == === (4.232)

JXoMr XOEr Xo (ke —ny)
!Z_J—g Hy +21ur . ur2g+ urzg (4.233)

XO M XoMr Xour

Fig. 4.71 Schema echivalentd paralel a bobinei reala liniare fara miez
unde:
R X

Gm Zﬁ f Bm =Z—g (4235)

Puterea absorbita de la retea:
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P=R_1>=Ulcosp=G_U?> (4.236)

g5 = |,t_ :E: putere actl\_/a (4.237)
u' Q putere reactiva

iar % este factorul de calitate al elementului de circuit.
g

4.6.2. Condensatorul real

Daca la bornele unui condensator se aplicd o tensiune sinusoidald, existd posibilitatea
- . - - A . . . . T =
ca aceasta tensiune sd fie defazatd in urma curentului cu un unghi mai mic de 5 In acest caz

condensatorul absoarbe putere activa de la retea si se numeste condensator cu pierderi. Aceste
pierderi sunt determinate de imperfectiunile dielectricului si procesele de polarizare ciclica.
Se considera un condensator liniar cu pierderi in dielectric. Curentul prin condensator

este dat de legea conservarii sarcinii:

i:(:j_? , iar in complex: 1=jwQ (4.238)

Considerand sarcina Q in axa reala din legile campului electromagnetic rezulta:

- din legea fluxului electric: ﬁﬁ dZ\:QZ rezultd ca inductia electrica D este in faza
>

cu sarcina Q;
k+1 _
- din definitia tensiunii electrice: u = I E dl rezultd ca tensiunea U este in faza cu
k

intensitatea cAmpului electric E. In baza relatiilor definite se poate construi diagrama
fazoriala, fig. 4.72.

4_
Jl.
g
g
Ic
Ic

> Q
D

Fig. 4.72 Diagrama fazoriald

Valorile instantanee pentru E(t) si D(t) sunt (alegand E origine de faza)
E(t)=E, sinot, D(t)=D, sin(ot —3) (4.239)

Eliminand variabila timp, rezulta locul geometric al dependentei E = E(D) de forma:
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E? D? 2ED

E2 D2 E,D,

cosd =sin?3 (4.240)

Energia consumata in unitatea de volum a dielectricului este:

W, = §EdD (4.241)
r
W, = § E,, sinotd[D,, sin(ot — 8)dt]= § E_.sin otoD,, cos(ot — 8)dt (4.242)
notand:
D, =D, coss, D, =D,sind (4.243)
rezulta ca:
W, =nE, D, (4.244)

Raportul dintre inductia electrica complexa si intensitatea complexa a campului se

numeste permitivitatea electrica complexa.

E=Ee®, D=De™® (4.245)
g:%:%(cosé—jsin 8)=¢"je" (4.246)

unde €'=¢ cosd este permeabilitatea elastica (conservativa) si €"=¢ sind este permeabilitatea
vascoasa (de atenuare).

Se defineste permitivitate relativa complexa a condensatorului:
=g —je, (4.247)

€, =

om |Im

Schemele echivalente ale condensatoarelor reale pot fi asociate in baza relatiilor de
mai jos. Astfel, pentru schema paralel, fig. 4.73:

1=joQ= joCU = jog,CoU = juCyg, U = jBye, U (4.248)

Fig. 4.73 Schema echivalenta paralel a condensatoarului real
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1=jBy(&, —je,)U=jBye, U+Bye, U (4.249)

Definind conductanta de pierderi, respectiv susceptanta condensatorului, rezulta
puterea activa,

Gola 1SS _ p gy (4.250)
U U
puterea reactiva,
I | cos d 2
B=_'= =BU 4,251
U U =Q ( )

iar schema echivalenta paralel trece intr-o schema serie, fig. 4.74 in baza relatiilor:

Fig. 4.74 Schema echivalenta serie a condensatoarului real

1 o1 1 1 (e, +je,)

U:— — = — —_— = T — = r r I 4252

o JBO§r J(DCO §r BO & _jgr J Bogf - ( )
U=-j B |, tr I=(R—jX)I (4.253)
o Bogf_ Bogf_ B .

Aceleasi scheme echivalente rezultd din diagrama fazoriala din fig. 4.75. Astfel,

descompunand curentii (in doud componente: una perpendiculara si cealalta coliniara cu
tensiunea U) se obtine:

G 1, _Isind
u u (4.254)

I, lcosd

B = —=
) )
si descompunand tensiunea rezulta:

R U, _Usind
' ' (4.255)

X = U, Ucosd
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] ]
1=GU
a
1
1=joLy A8
u u
U =RI
8 a
-
0 Uil Q 0 Q
)~ JaC b)

Fig. 4.75 Schema echivalentd a) serie si b) paralel a condensatorului

4.7. Circuite cuplate in regim permanent sinusoidal

4.7.1. Tipuri de cuplaje
Doua circuite sunt cuplate daca procesele ce au loc intr-unul din circuite influenfeaza
desfasurarea proceselor din cel de-al doilea circuit.
Cuplajele sunt de doua tipuri:
» galvanic;
> mutual.
Circuitul ce contine sursa este circuit primar, iar celalalt secundar.
Ramura comuna celor doua circuite este element de cuplaj (pentru cele galvanice). Se

disting urmatoarele tipuri de cuplaje galvanice:

Cuplaj galvanic prin inductivitate proprie, fig. 4.76:

L C

12 2

C, L,

-® 3

R R

1 2

— N }—

Fig. 4.76 Cuplaj galvanic prin inductivitate proprie

Se defineste coeficientul de cuplaj k si reprezinta raportul dintre reactanta laturii
comune si rddacina patratd a reactantelor de acelasi tip cu reactanta comund din cele doua
circuite.
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k= 2a (4.256)
X1X2
X, =l
X, = o(L, +L) (4.257)
Xy =Ly +L)
k= L (4.258)
V(L + L) (L, + 1)
Cuplaj galvanic prin capacitate, fig. 4.77:
E
Fig. 4.77 Cuplaj galvanic prin capacitate
Coeficentul de cuplaj k se defineste identic ca cel prin inductanta proprie.
k= 2a (4.259)
X1X2
1
Xy = E
X,——+  _1fG+C) 1 (4.260)
oC,+oC o| CC oC,
1({C,+C 1
X 2 = — =
o\ C,.C oC,
1
C C.C
k = wC - 172 (4.261)
1(c,+C c,+c) +(C+C)C,+C)
o’ C,C C,C

Cuplaj mutual prin cdmp magnetic
Cuplajul mutual a doua circuite se realizeaza ca fig. 4.78, si are coeficentul de cuplaj:

szii :J:i (4.262)
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Orice circuit cuplat mutual poate fi reprezentat printr-un circuit echivalent cuplat galvanic.

C1 C2
|1 11
11 1T
*H*
L
: .3 E
Rl RZ
— 1 —

Fig. 4.78 Cuplaj mutual prin cdmp magentic

4.7.2. Reducerea cuplajului mutual la cel galvanic
Se considerd doua ramuri de inductivitati L, si L,, cuplate mutual prin inductivitatea

L,,» ramuri supuse diferentei de potential v,— v, respectiv v -v,, fig. 4.79 a).

\Y A O —OVal VA Va
[ €<—> * <> *
L L
12 = 12
L11 3 22 L11 22

VX *— —eV V_ e . _ o\
X X X

a) b)

Fig. 4.79 a) Cuplaj mutual prin inductivitate, b) cuplaj galvanic cu potential de referinta comun

Considerand v, = v = 0, (acelasi potential), rezultd ca cele douad ramuri au un punct
comun v, = v _(oricare ar fi graf neconex devine conex prin alegerea potentialului de
referinta), fig. 4.79 b).

Reducerea cuplajului mutual la unul galvanic este posibila si prin urmatorul artificiu
matematic, fig. 4. 80:

I1 Rl iz RZ
—1 1 — —— 1 —o
w3 H *
L N
u u
) /D |_11 g 12 él‘zz (\) 2

Fig. 4.80 Circuit cuplat mutual
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. di di di di
u =R+ Ly —~+L,—2>+L,—>—-L,—~ 4.263
1=hh t 11dt+12 dt+ 2 T 2 g ( )
U, =Ry, + L, 3 L1 L1d|2 L, 3 (4.264)
2 2°2 22 t 2 2 dt 2 dt
rezulta:
Uy =Ry +(Ly - L12) -+ L12 (' +1y) (4.265)
. di
Up = Ryl + (L, — L12) 2+ L12 (' +1y) (4.266)
Trecand Tn complex se obtine:
U =Rl + jol (L — L) + jobp (1 + 1) (4.267)
U, =Ryl, + jol, (L — L) + joLyp (I + 1) (4.268)
iar schema echivalenta atasata este prezentata in fig. 4.81.
Fig. 4.81 Schema echivalenta rezultata
Pentru schema echivalenta in T, factorul de cuplaj este conform definitiei:
k= ol T (4.269)

\/[(’J(Lu_l—lz)Jf(’Jle][(’J(Lzz_L12)+(’3|—12] \/L11L22

Daca bobinele au bornele polarizate opuse, schema echivalentd este prezentata in fig.
4.82, iar ecuatiile sunt:

Fig. 4.82 Schema echivalenta rezultata

di,
dt

di,

u, = Rlil + Lll E y R2|2 + L22 L12 (4270)

- L12
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Ecuatiile trecute in complex simplificat prin inmultire cu 1 respectiv cu I,", conduc la
ecuatia bilantului puterilor:

Uyly =RiIE + oLy £ Lp)If + joly, (1, £ 1)1 (4.271)

U, l; =Ryl +jo(Lyy £ L)l + jolyo (I £ 1)1 (4.272)
P, =U,l, cose, = Re{joly, 1,1} + P, (4.273)

~P, =-U,l,c0s¢, =Re{joly, I, I, }+P,, (4.274)

unde Re{joL L1, }=P_ este puterea electromagnetica transferata prin camp electromagnetic

intre primar si secundar, iar P, sunt pierderile Joule.

4.8. Circuite cuplate in regim permanent sinusoidal

4.8.1. Introducere

Se considerda un dipol liniar pasiv, avand inclus in structura sa atat bobine cat si
condensatoare, fig. 4.83. Dipolul este excitat de un semnal sinusoidal, iar raspunsul acestuia
are amplitudinea si faza initiald dependentd de frecventa semnalului de excitatie. Daca
frecventa semnalului de excitatie si/sau parametrii dipolului variaza, atunci defazajul dintre
semnalul raspuns si de excitatie este nul.

Regimul de functionare al dipolului in care defazajul este nul poartd denumirea de
X o Beq o
~ sau ¢ = arctg s anularea defazajului implica
Xeq =0, sau Beq =0, relatii ce reprezintd conditiile de rezonanta a unui dipol.

regim de rezonanta. Deoarece ¢ = arctg

4.8.2. Rezonanta n circuite conectate serie (rezonanta tensiunilor)
Un astfel de regim poate fi obtinut prin conectarea in serie a unui rezistor, bobina
ideala si condensator ideal alimentate fie de la un generator ideal de tensiune, fie de la unul

| R X, X
>3 Yym 11
Y 1 Y

Fig. 4.83 Dipol liniar pasiv cu elemente R, L, C conectate serie

ideal de curent, fig. 4.83.
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Ecuatia in complex a tensiunii la bonele dipolului este:

U=U,+U, +U, =RI+jX 1-jX.1=2Z1 unde Z=Ze" (4.275)

U=IZ=1TR+j(X_ - Xc)]=1(R+]X) (4.276)
Conditia de rezonanta este:
Xeq =0 (4.277)

X, - Xc=0 = c)oL:L = 0)0:L = f, __ (4.278)

®,C A LC “2m/LC

IR

realizare a rezonantei prin:
» variatia frecventei semnalului de excitatie;
» modificarea inductivitatii sau capacitatii.

Diagrama fazoriala la rezonanta este prezentata in fig. 4.84.

Impedanta circuitului la rezonanta este:

2
z =\/R2+(mL—i] =R (4.279)
oC ooy
Im u, i
u u
AQL L u c
i
—C
- = l Re = 3 7 ot
0 I U, 0 z T ?n T
a)
b)

Fig. 4.84 a) Diagrama fazoriala a tensiunilor, b) evolutia in domeniul timp a semnalelor la rezonanta

Intensitatea curentului (valoarea efectiva) din circuit la rezonanta are valoare maxima
fiind limitata numai de rezistenta circuitului.

== (4.280)
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intrucat la rezonanta QL:QC si sunt independente de tensiunea de alimentare este

posibil ca tensiunea pe elementul reactiv sd fie mai mare decat tensiunea de alimentare,
conducand la aparitia supratensiunilor.

Conditia de existenta a supratensiunilor este:

U >U, o)Ll>Rl, o,=—= (4.281)

JLC

Se numeste impedantd caracteristica raportul dintre tensiunea pe elementul reactiv si
curentul din circuit la rezonanta.

L U
Z = |—=| 2L 4,282
V¢ ( | L% (4.282)

Conditia de aparitie a supratensiunilor poate fi exprimata si prin inegalitatea:

\/g>R, Z,>Zg (4.283)

Se numeste factor de calitate al circuitului rezonant raportul dintre tensiunea pe

elementul reactiv si tensiunea de alimentare definit de relatia:

(Y} _(Ye] _[(Yelr| _|Yc 1| _Z (4084
Qs_(U jwo_(u jwo_[lR Ul)mo l, U R (4.284)

I R /o=,

Inversul factorului de calitate - = d se numeste factor de amortizare ce reprezinta,
S

din punct de vedere fizic raportul dintre tensiunea aplicatd circuitului si tensiunca de la
bornele elementului reactiv.

Reprezentand grafic tensiunea de la bornele bobinei U =f(w) si de la bornele
condensatorului U_=f(®) se obtine diagrama din fig. 4.85.

U

2
\/R2+(mL—1]
oC

Astfel, rezultd maximizarea tensiunii pe bobina ideala pentru pulsatia:

O, = com/ﬁ = o, >, (4.286)

(4.285)
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I:g
7 R
< Uc ! UL
—
L |:% cuR2>R
A — 2
(O
0 ¢ ®o O

Fig. 4.85 Evolutia tensiunilor U si U_ functie de pulsatie

lar maximizarea tensiunii pe capacitate pentru:

2
Ve =0 = o :wm/Z—d = 0 <O (4.287)
0o 2

Dacd o <0 atunci nu mai apar supratensiuni 2-d <0 =d >+/2 conditia de inexistenta

a supratensiunilor.

Oscilatii de energie la rezonanta tensiunilor
Valorile instantanee ale energiei Tnmagazinate in campul electric (condensator)
respectiv cdmpul magnetic sunt:

W :%Cué,w

e

_ % Li? (4.288)

m

unde: i=~2Isin(wt+y,), iar u. =ifidt — 2 cos(ot+,).
CJo oC

Energia totala Tnmagazinatd in circuitul serie este suma energiei din condensator si

bobina, iar la rezonanta, energia inmagazinata are valoarea:

W, :(LIZ)O[Cosz(mt+yi)+sin2(mt+yi)] = (LI?), (4.289)
sau functie de valoarea maxima a curentului: | = IT;
12 14,2

W, :ELI”‘ :ECU”‘ = const. (4.290)

Deci, la rezonanta au loc oscilatii neamortizate ale energiei intre bobine si
condensatoare. In acest regim nu are loc schimb de energie intre surse si campul
electromagnetic al circuitului. Sursele furnizeaza energie numai rezistoarelor in care se
produc efecte Joule-Lentz.
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4.8.3. Rezonanta n circuite conectate paralel (rezonanta curentilor)

Un astfel de regim poate fi obginut prin conectarea in paralel a unui rezistor, bobina
ideala si condensator ideal alimentate fie de la un generator ideal de tensiune, fie de la unul
ideal de curent, fig. 4.86.

-1
[
»

G)g QRi R QLQ -iX, gcg iX,

[ ]

Fig. 4.86 Dipol liniar pasiv cu elemente R, L, C conectate paralel
Curentul absorbit de dipol este:
I=lg+1, +1.=GU-jX _U+jX.U unde Y=Ye" (4.291)
1=UY=U[G-j(B, -B.)]=U(G-B,,) (4.292)

Conditia de obtinere a rezonantei impusa dipolului conduce la posibilitdfile practice de

obtinere a rezonantei:

By =Bc —B =0 =

—,C =0 (4.293)

Mg

Cum admitanta circuitului este Y=G-jB la rezonanta aceasta devine: Y=B.
Reprezentarea admitantei si susceptantelor functie de frecventa este redata in fig. 4.87.

Y B

c
[ U
—=  p >Re
0 I G

0 | regiminductiv w, regim capacitiv
a) b)

Fig. 4.87 a) Diagrama fazoriala a curentilor,
b) Evolutia admitantei si susceptantelor B si B functie de pulsatie
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La rezonanta —lL:l iar curentul absorbit de la sursd, 1=GU, are valoare minima.

C i)
Deoarece I, =I . este posibil in cazul rezonantei paralel ca valoarea efectiva a curentului prin

elementul reactiv sa fie mult mai mare decat valoarea curentul absorbit de la retea conducand
la aparitia supracurentilor.
Conditia de existenta a supracurentilor este:

I,>1, ©CU>GU, op=—r (4.294)

Se numeste admitanta caracteristica raportul dintre curentul pe elementul reactiv si
tensiunea din circuit la rezonanta.

Yo =S :(IUCJ : (4.295)

Conditia de aparitie a supracurentilor poate fi exprimata si prin inegalitatea:

\/§> G, Yy>Yg (4.296)

Se numeste factor de calitate al circuitului rezonant raportul dintre curentul din
elementul reactiv si curentul de alimentare definit de relatia:

(e} (N} JfMYe) (Y 1] X 4.297
Qp (| jwmo (I)mm [UR I l}mo . 1 G (4.297)

o
U R /o=,

Oscilatiile de energie ce au loc in bobind si condensator conduc la aceleasi concluzii

ca si in cazul rezonantei tensiunilor.

4.8.4. Rezonanta de curenti in circuitele cu elemente reale
Se considera circuitul paralel format dintr-o bobina reald (R, si L) si condensator real

(R, si C) cérora li se atageaza schema echivalenta serie din fig. 4.88.

Fig. 4.88 Circuit paralel cu elemente reale L, C

Ecuatiile in domeniul timp si complex ale circuitului sunt:
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+1
= ( 1+ Y, U = Xqu (4298)

eq =Y, +Y,

[p—
Il
[

Py

=i +i,
i, =yu =

iy = Y,U

|<

<!

Admitanta complexa echivalentd a circuitului este :

1
1 1 R, — joL e
Xeq=X1+X2= R + 1 = 21 J 2 (DC2=
R, + joL R, —j— R +(wL) R? ( 1 j
2 +| —
oC 2 oC
(4.299)
R, R, ol oC :
= + - - =G, —jB
R +(0l)? ( 1 jz RZ+(wL)? ( 1 jz i~ 5
Ry +| — Ry +| —
oC oC
Impunand conditia de rezonanta BquO rezulta ca:
1
ol oC
B = - ® =0, 4.300
€q R12 +((,0|_)2 , ( 1 )2 ( )
Ry +| —
oC

deci posibilitdgile de obtinere a rezonantei sunt prin modificarea: L, C, R;, R,, si o frecven{a

retelei.
Diagrama fazoriala la rezonanta poate fi una din variantele expuse in fig. 4.89:

Im Im
L | l
le —RZA
| U Y2 ! U
R —Re R = Re
0 > 0
(pl
lRlv lRlv
I

Fig. 4.89 Diagrama fazoriala la rezonanta in circuite cu elemente reale

Din diagrama fazoriala rezulta componentele reactive ale curentilor egale si opuse

(curentii I, si 1, pot fi diferiti). Este posibil ca ambii curenti (1, si I,) sau unul din curenti sa

depageasca curentul total | la rezonanta ceea ce produce supracurenti.

Daca rezonanta se realizeaza prin variatia frecventei sursei de excitatie, din conditia

Beq=0 rezultd pulsatia de rezonanta:
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1
ol oC 2 ~2[ p2 Lj (L 2)
- =0 = ojlC|R, ——=|=C|=-R/ |=
R?+0’? RZw’C%+1 0 (2 C !
»?*C?

(4.301)

Cazuri de obtinere a rezonantei:

a. R1>,/L si R2>,/L si atunci o, este o marime reala;
C c’ 0
L . L . . .. 9
b. R <,/= siR,<,/—= siatunci o, este 0 marime reala;
C C 0

L . . 9 . oL
C. Rlszz\/g atunci rezonanta are loc la orice frecventa a semnalului de excitatie.

In aceasta situatie admitanta echivalenta este:

C_1_ .
Yo VLTRC
o

iar circuitul este complet aperiodic si curentul este independent de frecventa, avand valoarea:

(4.302)

I :UE' Defazajul dintre 1, sil, in orice moment si la orice frecventd este de 90, fig. 4.90.

Im I

Fig. 4.90 Diagrama fazoriala la rezonanta cand R;=R,=+/L/C
1

oL 1
t9p, =——==oVLC, tgo,=- ==
}L oC /L oVLC
C C

tgo,tgp, =—1 = ¢; + ¢, =g (4.304)

(4.303)

Din diagrama de fazori rezulté ca tensiunea pe condensator U, si curentul prin bobind

I, sunt in faza iar energiile inmagazinate in elementele reactive sunt:
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Wezécm si wezéuf (4.305)
Energiile cdmpului magnetic si electric oscileazd in faza de aceea nu se produc

oscilaiile de energie. Daca U si i, cresc, atunci sursele (generatoarele) furnizeaza energie atat
rezistoarelor cat si campului electromagnetic al circuitului, cand u. si i, descresc, energia

inmagazinatd in cAmp se transforma in efect electrocaloric.

4.8.5. Rezonanta in circuitele cuplate magnetic

Independent de natura cuplajului a doua circuite, este posibil ca prin variatia fie a
frecventei semnalului de excitatie, fie a parametrilor s se realizeze rezonanta in circuitul
primar sau in cel secundar sau simultan Tn ambele circuite. Se considera circuitul cuplat
magnetic din fig. 4.91.

Ecuatiile in complex ale celor doua ochiuri furnizeaza relatiile:

] 1 ]
U, =| R, +j| oLy ——— |1, + joL,,1
' { ' [ " mClﬂ ' v {le(RlijXn)llij@lelz N

i ) (4.306)
. 1 . 0= (R, + jX)I, + joLy, 1,
0=|R, +J oLy ——— |1, + oL, I;
oC,
22
U, = [Rl + Xy "'(D—L.HJL
Ret Mo (4.307)
I _ J('OL12 I
2= - =1
R, + JoX,,
o’l%R, . w?L?
Ui=| R+ ——2 2+ Xy~ o5 X | It (4.308)
R, + X5, R; + X5,
11 Rl 12 RZ
—{ 1 — —— 11—
[* H *|
L L12 L
1 1 22
Cl CZ
° I I 11
N
Fig. 4.91 Circuit electric cuplat magnetic
Impedanta echivalenta la poarta de intrare este:
Y, -
Zog ===Ryy + 11X, (4.309)
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212
oL,

———==— X, reprezinta reactanta echivalentda a portii de intrare.
RZ4+x2 %
2 22

unde X, =Xy -

Pentru a obtine rezonanta prin variatia frecventei la poarta de acces a circuitului primar

este necesar si suficient ca XquO (rezonanta tensiunilor) rezultand:

1 wglLs 1
ST . S (T R
(Docl 2 [ 1 ] (1)0C2
R2+| 0plyy ————
®,C,
Facénd aproximatia R,<<X,,, rezulta ca:
212
gl — — = ——P0L2 — = (4.311)
®oC; WLy ———
®,C,
o (C1C2 Lyl —CiCy I—iz)_ o (LG +L,C, ) +1=0 (4.312)
si Tnmultind relatia de mai sus cu _ rezulta:
L11 L22C1C2
2
mg[l—i}mg[ t 1 J— L, (4.313)
Lil L22 Lilcl L22C2 Lilcl L22 CZ

. 2 . . : : . . U
Noténd o =1-k denumit coeficient de dispersie, ecuatia de mai sus poate fi scrisa in
forma:

o (02 + 02, Jof + 0l =0 (4.314)

Radacinile reale si pozitive ale acestei ecuatii sunt:

2 2 2 2 R 2 2
. -y T/l0y — —4dowym
030-0302\/(001 02 \/( 012 oz) Gy, Dy (4.315)

si reprezintd valorile pulsatiilor la care are loc rezonanta tensiunilor.

Daca cuplajul este slab ¢ —1 solutiile tind la valorile proprii de rezonanta ale

circuitului primar respectiv secundar o, — @y;, ©, —> ®y,. Intre pulsatii exista inegalitatile:
my < 0y < @ (4.316)

In consecinta in astfel de circuite exista mai multe frecvente de rezonanta. Rezonantele
de tensiune si de curent se succed astfel, dupd o rezonanta a tensiunilor urmatoarea rezonanta

la cresterea frecventei este de curent.
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4.9. Probleme rezolvate

1. Se considera circuitul din fig. 4.92. Cunoscandu-se tensiunea u(t) si intensitatea i(t)
sa se determine valorile parametrilor impedantd Z, rezistentd R, reactanta X, admitantd Y,

conductanta G, susceptanta B, frecventa f si perioada T pentru urmétoarele cazuri:
a. u() =230/28inGL4 1+ 5); i) =23\/§sin(314t—3—2n) i)
b.u(t) =1102sin(50001 +3T: ); i(t) =10v/2 cos(50001 —%)

u(t) z
c. u(t) =—400V2 cos(157 t +374TE ); i(t) =80cos(157t —g)

Rezolvare: Fig. 4.92 Impedanta Z
alimenta cu tensiunea u(t)

-
A

u(t) = 230V2sin(314 t +§) >U=230e

jE . 3n In
4 =+3) Al
. %:2306 :1OeJ4 5 :10eJ4 _

i(t) = 23\/_S|n(314t——)—>l—23e 2 23e 2

—10(cos7—+Jsm—) 10(£— £) 5/2-j5/2 =R=5/20Q, X=5/20Q

Reactanta are semnul () deci impedanta are caracter capacitiv, fig. 4.93.

iy &
u(t) = 230v2 sm(314t+ Ty 5 U=230e | 2362 e o
3n DX:U: j =0le =0le
—— e Jf
i(t):23\/§sin(314t—?n)—>l 23e 2 230e 4

4

= Ol(cos (—57:) + Jsm(—@)]: 0,1(—% + jg) =0,05/2 + j0,05\/§ =

G=0,05/2[S], B=0,05V2[9]
Susceptanta are semnul (+) deci admitanta are caracter capacitiv, fig. 4.93.
Frecventa semnalului sinusoidal se determind din formula pulsatiei @=2zf, cum

. . 1 .
aceasta este ®=314 rezulta ca frecventa f=50 Hz, iar perioada T =T deci T=20ms.
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Im Im
B
-0,0542 £ v 0le
542
> Re 0 > Re
0 0,054/2
Z 7
-5v2y 10 ej71T
Fig. 4.93 Impedanta si admitanta in planul complex
b.
3n J'B*TE 3
= i - — 4 3n
u(t) =110vV2sinG000t + ;) > U=110e U 11004
i :}Z:T: - =
= | =
i(t) =10y2 cos(5000t —%) Si(t) :10\/§sin(5000t—§+g) 5 1=10e" 10e™
i i n n
=1le 4 ¢ =11¢* =11(cosE+jsinE)=11(0+j1)=j11\/§ =X =120
Reactanta are semnul (+) deci impedanta are caracter inductiv.
.31
u(t) =110v2sin(5000t L )—>U=110¢ * it
4 | 10e*
. :}X:ﬁ: o =
i(t) =10v2 cos(5000t ‘% ) = i(t) = 10v255in(5000t ‘% +§ )—1=10e = 110e 4

. 3n LT
—009€e% ' =009 e =009 (cos(—g] ; jsin(—gn ~0,09 (0—{1)=—j0,09 =B =0,09[S]
Susceptanta are semnul (-) deci admitanta are caracter inductiv.
1
Frecventa semnalului sinusoidal f=796,17 Hz, iar perioada T =—, deci T=1,25ms.

f
C.

u(t) =—400y2 cos@.57t+%n) —su(t) =4oo\/Esin(157t+37f +g—n) > U=400¢e’

i(t) =80cos(157t —g ) —i(t) :803in(157t—g+g) =80k

2

[

2

R=25(\3+1)Q, X=2503-1)Q

iy (T L3
400" 57 6476 52 ez =5«/E(cosl—n2+ jsinl—“z)zsﬁ {g(\/ﬁﬂyr jg(«@—l)]:
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Reactanta are semnul (+) deci impedanta are caracter inductiv.

u(t)=4100J§cos(157t+%“)—>u(t)=4ow§sin(157t+37f+g—n)—>g=400e’4
. =
. T . . T T 80 i
i(t)=80cos(157t——) —i(t) =80sin(157t——=+—=) >1=—¢®
() ( 3) 10 ( 3t5) ! 7
80 i
| 20 I N S | n n
Y===32_—=—"1¢6 4 =—_1¢B2=—"|cos| —— [+]sin —— | |=
YU sl 5V2 5@((12]’(12]]
400e 4
1 (42 2 V3+1 V3-1
— | 2B+ -j 5 (W3-1) |=R= Q, X=2"""0
5&{4([)14([ )] 20 20

Susceptanta are semnul (-) deci admitanta are caracter inductiv.

. . 1 .
Frecventa semnalului sinusoidal f=25 Hz, iar perioada T =T deci T=40ms.

2. Sa se determine indicatia ampermetrului A cunoscandu-se indicatia voltmetrului
V=45V, fig. 4.94.

Rezolvare:
Se determind curentul I, pentru a afla tensiunea pe latura 5 care va fi aceiasi cu cea de pe

latura 2 (este legata in paralel cu aceasta).

R5:3 Q L5:3j Q

Fig. 4.94 Circuit electric

=~ =% _15A
Ry 3

Z,=3+3] Q, o= arctan::{—m = arctang =45
e

Us =Zl; = (3+3)) 15=45+45j = 6363¢° V

25 10
+

Z :10+7:11, 42Q

=234

=R, + ReR, =10
R, +R, 2+5
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j45° .
I,= % =5,57e* =5 57(cos45+ jsin45) =3, 93+ 3, 93

L =1,+1;=393+)3,93+15=18,93+ 3,93

=1, =,(18,93F +(3,93] =

|, =19,33A

3. Sa determine Zeq prin calcul, din raportul U, 1 si apoi sa se construiasca diagrama
fazoriala de curent pentru circuitul din fig. 4.95.

U=50e" Cf) R=100Q

—— X=4i

Fig. 4.95Circuit electric

Rezolvare:
Z,=3-4j=5e™¥ @ Z,=10Q
U 50e®

- Z, 5B
jo _
ZZ ; >—Re
!1 :!2 +!3 :11+8j :13’6ej36,02°A g
50e° i36.02 Fig. 4.96 Diagrama fazoriald de curenti
- = -6,
Zeq = 13 605602 3,67 QO

B Z]_ZZ B 5e-j53,13°10 B 50e-j53,13°

= = = =367e*% 0
Y Z+Z, (3-4))+10 13pe M

4. Sa se determine puterile din circuitul urmator, fig. 4.96

| R=30 X=6Q x=-j20

_>_|:|_IYW\_“7

= U=50e
(@
—/

Fig. 4.97 Circuit R, L, C conectat serie
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Rezolvare:
Z=3+6j-2j=5e***
50e1%
= 5ej53,l
S=UI =P+jQ=50e 10e ! =500e*** =300+400j = P =300W, Q=400 VAr,
S=4P?+Q* =500VA,
k =

cos¢p=c0s53,1'=0,6

! — :10e—j143,l°A

IN|IC

5. Sa se determine puterea activa si reactiva de la bornele sursei, fig.4.98

Fig. 4.98 Circuit electric

Rezolvare:
50+ 5il,
S
TILK. (I): Ryl —X;l,=U 101, -5jl, =50 5il
TALK. (I): R,0,+X,0,=Xal, ¢ =4ijl, +31, ~5jl, =0 = 13=3'24. -
+4j
TIK @ 1 =1,+1, Li+l=l, 1L+l =1,

50+5jl, 5il, 50+5jl, Sil, 3-4))
+ =1, = +
10 3+4j 10 25

=1, = 250+ 251, +30jl, +401, =501, =

I,= = 4,4779%" | =2,8+0,4j=286e **
J

S=UI" =P+ jQ=50(2,8-0,4j) =140-20j = P =140W, Q=-20VAr (putere cedata)
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